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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî îñíîâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â ïåðâûõ ïà-

ðàãðà�àõ ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èçó÷åíèè äàííîãî ðàçäåëà

ìàòåìàòèêè, à òàêæå òàêèå îñíîâîïîëàãàþùèå ïîíÿòèÿ êàê ìíîæåñòâî è îïåðàöèè íàä

ìíîæåñòâàìè; ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà (íàòóðàëüíûå, öåëûå,

ðàöèîíàëüíûå, èððàöèîíàëüíûå è äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà) è èõ ñâîéñòâà, ïîíÿòèÿ inf è

sup.

Ñëåäóþùàÿ ÷àñòü ïîñîáèÿ ïîñâÿùåíà òåîðèè ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

òàê êàê ïîíÿòèå ïðåäåëà çàíèìàåò öåíòðàëüíîå ìåñòî ñðåäè îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ íîâûì äåéñòâèåì ïî ñðàâíåíèþ ñî

øêîëüíîé ìàòåìàòèêîé. Çäåñü ïðåäåë ââîäèòñÿ ñíà÷àëà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (íà

áåñêîíå÷íîñòè), à ïîòîì äëÿ �óíêöèé (â òî÷êå). Äîâîëüíî ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ñâîé-

ñòâà ïðåäåëîâ è ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ è áåñêîíå÷íî áîëüøèõ âåëè÷èí. Ïîíÿòèå

ïðåäåëà áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ è ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðà�àõ ïîñâÿù¼ííûõ äè��åðåíöèàëü-

íîìó è èíòåãðàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ.

Ââîäèòñÿ åù¼ îäíî îñíîâîïîëàãàþùåå ïîíÿòèå � íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè. �àññìîòðå-

íû ñâîéñòâà �óíêöèé íåïðåðûâíûõ â òî÷êå, íà îòðåçêå è ïðèâåäåíû îñíîâíûå òåîðåìû

î íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå �óíêöèÿõ. Ââåäåíî îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè

�óíêöèè.

Ñëåäóþùèå ïàðàãðà�û çíàêîìÿò ÷èòàòåëÿ ñ äè��åðåíöèàëüíûì èñ÷èñëåíèåì �óíê-

öèé è îñíîâíûìè òåîðåìàìè äè��åðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ïîêàçàíû ïðèëîæåíèÿ

òåîðèè äëÿ èññëåäîâàíèÿ �óíêöèé è ïîñòðîåíèÿ ãðà�èêîâ. Äè��åðåíöèàëüíîå èñ÷èñ-

ëåíèå èìååò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â �èçèêå, ýêîíîìèêå è ìíîãèõ äðóãèõ äèñöèïëèíàõ.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîïðåäåë¼ííûé è îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàëû. Ïðèâåäåíû

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè �óíêöèé. Ïåðå÷èñëåíû è äîêàçà-

íû èõ ñâîéñòâà. Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë ââîäèòñÿ è êàê ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïå-

öèè, è êàê ïóòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ââåäåíî îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà â ñìûñëå �èìàíà.

�àññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà òàêèå êàê äëèíà äóãè êðèâîé, ïëî-

ùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ è äðóãèå.

Îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïîñîáèÿ çàíèìàåò òåîðèÿ ðÿäîâ, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷èñëî-

âûå è �óíêöèîíàëüíûå ðÿäû, à òàêæå èõ ïðèëîæåíèÿ. Çäåñü ÷èñëîâîé ðÿä ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé íîâóþ �îðìó ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èçó÷åíèå ÷èñëîâûõ ðÿäîâ ïîäðàçó-

ìåâàåò íàõîæäåíèå ñóììû ðÿäà è èññëåäîâàíèå èõ ñõîäèìîñòè. Äëÿ �óíêöèîíàëüíûõ

æå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ðÿäà è ñâîéñòâàìè èõ

ñóìì. Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèîíàëüíûå ðÿäû âêëþ÷àþò â ñåáÿ ñòåïåííûå è òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèå ðÿäû, â ÷àñòíîñòè ðÿäû Òåéëîðà è Ôóðüå. Îíè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â ïðèáëè-

æ¼ííûõ âû÷èñëåíèÿõ çíà÷åíèé �óíêöèé è îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ.



ÂÂÅÄÅÍÈÅ 9

Â ïîñîáèè ïî âñåì ðàññìàòðèâàåì òåìàì ïðèâåäåíû ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåðû è èõ

ðåøåíèÿ, à òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ íàáîð óïðàæíåíèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ çàíÿòèé.

Èçëîæåíèå èìååò öåëîñòíûé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî âñåìè æåëàþùè-

ìè äëÿ çíàêîìñòâà ñ äàííûìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà êàê â ïëàíå òåîðèè,

òàê è ïëàíå âû÷èñëèòåëüíûõ ïðèëîæåíèé. Ïðèâåä¼ííûå òåîðèÿ, ïðèìåðû è çàäà÷è ïîç-

âîëÿþò óñïåøíî îâëàäåòü çíàíèÿìè â ýòîé îáëàñòè.
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1. ÏÎÍßÒÈß È ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß

Ïî÷òè âñå ìàòåìàòè÷åñêèå òåêñòû èñïîëüçóþò íàðÿäó ñ îáû÷íûì ÿçûêîì è ðÿä ñïå-

öèàëüíûõ ñèìâîëîâ ïðèíÿòûõ â ýòîé íàóêå.

1.1. Êâàíòîðû

∃ � êâàíòîð ñóùñòâîâàíèÿ ,êîòðûé óïîòðåáëÿåòñÿ, êîãäà ãîâîðÿò: åñòü, ñóùåñòâóåò,
íàéä¼òñÿ;

∀ � êâàíòîð îáùíîñòè óïîòðåáëÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ãîâîðÿò: ëþáîé, âñÿêèé,
êàæäûé;

∃! � ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé.

Ëîãè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ � ýòî òàêèå óòâåðæäåíèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ìîæíî

ñêàçàòü ñïðàâåäëèâû îíè èëè íåò.

a, b � ëîãè÷åñêå óòâåðæäåíèÿ;

ā � îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ a;

a⇒ b (èìïëèêàöèÿ) � èç óòâåðæäåíèÿ a ñëåäóåò óòâåðæäåíèå b;

a⇔ b � óòâåðæäåíèÿ a è b ðàâíîñèëüíû;

a ∨ b � a èëè b;

a ∧ b � a è b.

1.2. Ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî � ýòî ñîâîêóïíîñòü îïðåäåë¼ííûõ è ðàçëè÷íûõ ìåæäó

ñîáîé ýëåìåíòîâ.

Ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ "ìíîæåñòâà" íå ñóùåñòâóåò.

Ìíîæåñòâà îáîçíà÷àþò áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè, ýëåìåíòû ìàëåíüêèìè.

×òîáû ñêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå

a ∈ A,

åñëè ýëåìåíò íå ïðèíàäëåæèò A, òî

a 6∈ A.
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Ïîäìíîæåñòâî

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B, åñëè èç òî-

ãî, ÷òî ýëåìåíò a ∈ A ñëåäóåò, ÷òî a ∈ B:

A ⊂ B ⇔ A ⊂ B ∧ B ⊂ A.

�àññìîòðèì ðàçëè÷íûå �îðìû çàïèñè ìíîæåñòâ.

Åñëè ìíîæåñòâî çàäàíî ÿâíî è ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ a, b, c, òî

A = {a, b, c}.

Â ñëó÷àå, êîãäà íåâîçìîæíî ïåðå÷èñëèòü âñå ýëåìåíòû, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî N � ìíî-

æåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

N = {1, 2, 3, . . . , n, . . .} .

Åñëè ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà, òî òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïó-

ñòûì � ∅.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ó

âñÿêîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò äâà ïîäìíîæåñòâà � ýòî ñàìî ìíîæåñòâî è ïóñòîå ìíî-

æåñòâî.

�àññìîòðèì îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.

1. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç

êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó èç äàííûõ ìíîæåñòâ

C = A ∪ B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B} .

Îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

(a) A ∪ B = B ∪ A � êîììóòàòèâíîñòü;

(b) A ∪ (B ∪ C) � àññîöèàòèâíîñòü.

2. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A èB � ìíîæåñòâî âñåõ òàêõ ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ

ïðèíàäëåæèò îäíîâðåìåííî A è B:

C = A ∩ B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B} .

Ñâîéñòâà ïåðñå÷åíèÿ:

(a) A ∩ B = B ∩ A;
(b) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C.
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Ñëåäóþùèé âîïðîñ, êîòðûé âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè ìíîæåñòâ � ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A êîíå÷íîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò

íàòóðàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A áåñêîíå÷íîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå ÿâëÿ-

åòñÿ êîíå÷íûì.

Ïðèìåðû áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ:

1. N = {1,2,3, . . . ,n, . . .} � íàòóðàëüíûå ÷èñëà;

2. Z = {0,± 1,± 2,± 3, . . . ,± n, . . .} � öåëûå ÷èñëà;

3. Q =
{

m
n
: m ∈ Z, n ∈ N

}
� ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà;

4. I = {x ∈ Q} � èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà;

5. IR � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Íå ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí ÷èñëó 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâëåííîå

íåñîêðàòèìîé äðîáüþ, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí 2. Òîãäà èìååì

(m

n

)2

= 2 ⇒ m2 = 2n2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî m2
è m � ÷¼òíîå ÷èñëî, òî åñòü m = 2p. Ïîäñòàâèâ m = 2p â

ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

4p2 = 2n2 ⇒ 2p2 = n2,

òî åñòü n2
� ÷¼òíîå ÷èñëî èëè n = 2q.

Òàêèì îáðàçîì, äðîáü

m

n
=

2p

2q

ñîêðàòèìà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

�
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Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

Ïóñòü íà ìíîæåñòâàõ A è B çàäàíî ñîîòâåòñòâèå, òî åñòü íåêîòîðîìó ýëåìåíòó a

ìíîæåñòâà A ïî ïðàâèëó f ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò b ∈ B

a ∈ A
f−→ b ∈ B.

Òîãäà f � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a)

a1 6= a2 ⇒ b1 6= b2,

òî åñòü äâóì ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà A ñîîòâåòñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ

ýëåìåíòà ìíîæåñòâà B;

b) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà B ñóùåñòâóóåò åãî ïððîîáðàç â ìíîæåñòâå A

∀b ∈ B∃a ∈ A : a
f−→ b.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå. Äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçà-

èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèìè:

A ∼ B ⇔ ∃f : A→ B.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî ýêâèâàëåíòíîå ìíîæåñòâó N � íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà-

çûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì, òî åñòü

A ∼ N ⇔ A − ñ÷¼òíî.
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2. ÄÅÉÑÒÂÈÒÅËÜÍÛÅ ×ÈÑËÀ

2.1. Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà

Îïðåäåëåíèå. Àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé (èëè ìîäóëåì) |a| ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ ÷èñëî,
ðàâíîå a, åñëè a ïîëîæèòåëüíî, íóëþ, åñëè a ðàâíî íóëþ è ðàâíîå −a, åñëè a îòðèöà-
òåëüíî:

|a| =







a, åñëè a > 0,

0, åñëè a = 0,

−a, åñëè a < 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ñëåäóåò óòâåðæäåíèå

∀ a > 0 |x| < a ⇔ −a < x < a.

Ñâîéñòâà ìîäóëÿ:

1) |a · b| = |a| · |b|;

2)

∣
∣a
b

∣
∣ = |a|

|b| , b 6= 0;

3) |a+ b| ≤ |a|+ |b|;

4) ||a| − |b|| ≤ |a− b|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà âûâîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.

Îñòàíîâèìñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî ñâîéñòâà. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäå-

ëåíèåì ìîäóëÿ

−|a| ≤ a ≤ |a|,
−|b| ≤ b ≤ |b|.

Ñêëàäûâàÿ ïðèâåä¼ííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

−(|a|+ |b|) ≤ a+ b ≤ |a|+ |b| èëè |a+ b| ≤ |a|+ |b|.

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ÷åòâ¼ðòîãî ñâîéñòâà. Äåéñòâèòåëüíî,

|a| = |(a− b) + b| ≤ |a− b|+ |b|, |a| ≤ |a− b|+ |b|, |a| − |b| ≤ |a− b|,

|b| = |(b− a) + a| ≤ |b− a|+ |a| = |a− b| + |a|, |b| ≤ |a− b|+ |a|, |a| − |b| ≥ −|a− b|.
Òàêèì îáðàçîì, èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ, ñëåäóåò

||a| − |b|| ≤ |a− b|.

Ïîíÿòèå ìîäóëÿ ïîìîãàåò ïîñòðîèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíî-

æåñòâîì âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Íàðèñóåì íåêîòîðóþ ïðÿìóþ l è çàäàäèì íà íåé íàïðàâëåíèå
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lO

Ïîñòàâèì íà íåé òî÷êó O è çàäàäèì ìàñøòàá. Òîãäà ëþáîìó âåùåñòâåííîìó ÷èñëó

áóäåì ñòàâèòü òî÷êó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X åñëè a > 0, òî a
f−→M ∈ l, òî÷êà M ñïðàâà îò òî÷êè O, äëèíà îòðåçêà |OM | áóäåò

ðàâíà ÷èñëó a â ïðèíÿòîì ìàñøòàáå;

X åñëè a < 0, òî a
f−→M ∈ l, òî÷êà M ñëåâà îò òî÷êè O, äëèíà îòðåçêà |OM | = a;

X åñëè a = 0, òî a
f−→ O.

Åñëè íà ïðÿìîé l çàäàíà òî÷êà x0, òî ëþáîé èíòåðâàë, êîòîðûé ñîäåðæèò ýòó òî÷êó

íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ

lx0

×àñòíûì ñëó÷àåì îêðåñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ε-îêðåñòíîñòü

l

x0 − ε

x0

x0 + ε

Äëÿ ýòîãî èíòåðâàëà ðàâíîñèëüíû íåðàâåíñòâà

x0 − ε < x < x0 + ε⇐⇒ |x− x0| < ε.

2.2. Òî÷íàÿ íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíè ìíîæåñòâà

�àññìîòðèì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî E, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì IR èëè E ⊂
IR.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî ñâåðõó, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå

÷èñëî b ∈ IR, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ E ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî x ≤ b:

∃ b ∈ IR : ∀x ∈ E x ≤ b.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñíèçó, åñëè:

∃ a ∈ IR : ∀x ∈ E x ≥ a.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî îãðàíè÷åíî è ñâåðõó,

è ñíèçó:

∃ a,b ∈ IR : ∀x ∈ E a ≤ x ≥ b, E ⊂ [a,b].
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Ñðåäè âñåõ ÷èñåë, êîòîðûìè ìû ìîæåì îãðàíè÷èòü äàííîå ìíîæåñòâî ìîæíî âûäå-

ëèòü îäíî � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî M íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà E èëè êî-

ðîòêî M = supE, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

− ∀x ∈ E, x ≤M ;

− ∀ε > 0 ∃x∗ ∈ E : M − ε < x∗ ≤M .

Èíà÷å, M � íàèìåíüøàÿ èç âåðõíèõ ãðàíåé.

Åñëè ìíîæåñòâî íåîãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî

supE = +∞.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî m íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà èëè m =

inf E, åñëè

− ∀x ∈ E, x ≥ m;

− ∀ε > 0 ∃x∗ ∈ E : m ≤ x∗ < m+ ε.

Äðóãèìè ñëîâàìè, m � íàèáîëüøàÿ èç íèæíèõ ãðàíåé.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ïîêàæèòå, ÷òî A ⊂ B ⊂ C, åñëè

A = {(x,y) : |x|+ |y| < δ}, B = {(x,y) :
√

x2 + y2 < δ},

C = {(x,y) : max{|x|,|y|} < δ}.

2. Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî A = {(x,y) ∈ IR2 : x2− y2 > 0}.

3. Îïðåäåëèòå ìíîæåñòâà A ∩ B, A ∪B, åñëè

A = {x ∈ IR : 0 < x < 2}, B = {x ∈ IR : 1 ≤ x ≤ 3}.

4. Ïðåäñòàâüòå ÷èñëà â âèäå ïðàâèëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé:

(a) 1,(2);

(b) 3,00(3).

5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

√
5 èððàöèîíàëüíî.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà è ðàçíîñòü ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α è èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà

β åñòü ÷èñëî èððàöèîíàëüíîå.

7. Íàéäèòå âñå ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ y =
√
x2 + x+ 3 åñòü ðàöèî-

íàëüíîå ÷èñëî.

8. �åøèòå óððàâíåíèå

| − x2 + 2x− 3| = 1.

9. �åøèòå íåðàâåíñòâî

|x− 2| ≥ 1.

10. Ïóñòü n = 999 . . . 9 (2020 äåâÿòîê). Ñêîëüêî äåâÿòîê â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà

n2
?
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3. ×ÈÑËÎÂÀß ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÜ.

Ï�ÅÄÅË ×ÈÑËÎÂÎÉ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎ-

ÑÒÈ

3.1. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë çàäàíà íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, îáëàñòüþ çíà-

÷åíèé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ

∀n ∈ N
f−→ an ∈ IR.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

{an} = a1, a2, . . . , an, . . .

åñòü ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, an � îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Çíàÿ ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìîæíî âîññòàíîâèòü ëþáîé

÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåð.

{
1
n

}
= 1, 2, . . .;

{2n} = 2, 4, . . .;

{1} = 1, 1, . . ..

3.2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî êàê òîëüêî n > N áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî

|an −A| < ε.

Êîðîòêî ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê

A = lim
n→∞

an ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃N : ∀n > N |an − A| < ε.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàþò ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ýòîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè è îí ðàâåí êîíå÷íîìó ÷èñëó.

Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

1) Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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A− ε

A

A+ ε

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî aN+1, aN+2, . . . ∈ (A − ε, A + ε). Âíå ëþáîé ε-

îêðåñòíîñòè ïðåäåëà (A − ε,A + ε) íàõîäèòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {an}.

2) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} � ñõîäèòñÿ è ïðåäåë å¼ ïðè n → ∞ ðàâåí ÷èñëó A,

òî ýòîò ïðåäåë åäèíñòâåíåí

lim
n→∞

an = A⇐⇒ ∀B 6= A, B 6= lim
n→∞

an.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäÿùàÿñÿ è ïðåäåë å¼
ðàâåí A: lim

n→∞
an = A. Âîçüì¼ì îòëè÷íîå îò A ÷èñëî B, A 6= B. Òîãäà ïî îïðåäåëå-

íèþ ïðåäåëà

∀ε > 0 ∃N : ∀n > N an ∈ (A− ε,A+ ε).

Âîçüì¼ì ε = |B−A|
3

� ÷òîáû ε-îêðåñòíîñòè òî÷åê íå ïðåñåêàëèñü. Òàê êàê âíå (A−
ε,A+ ε) ëåæèò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê

a1, a2, . . . , aN 6∈ (A− ε,A+ ε).

Òîãäà èíòåðâàë (B − ε, B + ε) ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, à çíà÷èò íå

ìîæåò áûòü ïðåäåëîì

lim
n→∞

an 6= B.

3) Ïóñòü äàíû äâå ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, {bn}. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè

{an ± bn}, {an · bn},
{
an
bn

}

, bn 6= 0

ñõîäÿòñÿ è ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

lim
n→∞

(an ± bn) = lim
n→∞

an ± lim
n→∞

bn,

lim
n→∞

an · bn = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn,

lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B, òîãäà

∀ ε
2
> 0 ∃N1 : n > N1 =⇒ |an −A| < ε, (∗)
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∀ ε
2
> 0 ∃N2 : n > N2 =⇒ |bn − A| < ε. (∗∗)

Âûáåðåì N = max{N1,N2}. Îòñþäà ∀n > N ñïðàâåäëèâû (∗) è (∗∗). Çàïèøåì

|(an + bn)− (A+B)| = |an − A+ bn −B| ≤ |an − A|+ |bn −B| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Òàêèì îáðàçîì,

|(an + bn)− (A+B)| < ε.

4) Ïðåäåë ïðîìåæóòî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xn}, {yn}, {zn}, n-å ÷ëåíû êîòîðûõ ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì

yn ≤ xn ≤ zn.

Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn}, {zn} ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó A.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ è å¼ ïðåäåë ðàâåí A:

yn ≤ xn ≤ zn ∀n ∃ lim
n→∞

yn = A, lim
n→∞

zn = A =⇒ ∃ lim
n→∞

xn = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

yn ≤ xn ≤ zn ∃ lim
n→∞

yn = A è ∃ lim
n→∞

zn = A⇒

⇒ ∀ε > 0 ∃N1 : n > N1 =⇒ |yn −A| < ε,

A− ε < yn < An + ε, n > N1,

∀ε > 0 ∃N2 : n > N2 =⇒ |zn − A| < ε,

A− ε < zn < A + ε, n > N2.

Âîçüìåì N = max{N1, N2}. Òîãäà

∀ > 0 ∃N = max{N1,N2} : A− ε < yn < xn < zn < A+ ε⇐⇒ |xn − A| < ε.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî lim
n→∞

xn = A.

3.3. Îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå

÷èñëà m, M , ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

∃m,M ∈ IR : m ≤ an ≤M ∀n.
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Ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ïðè-

íàäëåæàò îòðåçêó an ∈ [m,M ] ∀n.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} =
{

n+1
n

}
ñ îáùèì ÷ëåíîì an = 1+ 1

n
.

Âèäíî, ÷òî 1 ≤ an ≤ 2, òî åñòü îãðàíè÷åíà.

Ïðèìåð. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} = {2n} íåîãðàíè÷åíà, òàê êàê

∀K ∈ R, ∃n : |an| > K.

Äëÿ ýòîãî

an = 2n =⇒ ∃n : 2n > K =⇒ n > log2K.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, åñëè äëÿ

ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ÷èñëà M íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ áîëü-

øèõ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |an| > M .

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, òî

lim
n→∞

an = ∞.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, òî

lim
n→∞

an = 0.

3.4. Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëîé è áåñêîíå÷íî áîëüøîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1) Åñëè {an} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, à {bn} � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî
{an · bn} áóäåò áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

lim
n→∞

sin n

n
.

Èìååì

lim
nø∞

sin n

n
= lim

n→∞

1

n
· sinn = 0,

òàê êàê

{
1
n

}
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à {sinn} � îãðàíè÷åííàÿ.
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2) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, òî îíà íåîãðàíè÷åíà.Äîêàçà-
òåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

∀M ñóùåñòâóåò N : ∀n > N |an| > M.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ n = N + 1 áóäåò ñïðàâåäëèâî |an| > M . Ïðè÷¼ì îáðàòíîå

óòâåðæäåíèå íåâåðíî, íàïðèìåð

{n · sin πn
2
} = {sin π

2
, 2 sinπ, 3 sin

3π

2
, . . .} = {0, 1, − 3, . . .}.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, òî åñòü èç

lim
n→∞

an = A

ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå M ∈ IR

M ∈ IR : |an| ≤ M ∀n.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðåäåëà

a1 A− ε

aN+1

A

aN+2

A+ ε aN

Ýëåìåíòû a1, a2, . . . , aN 6∈ (A − ε, A + ε). Âûáåðåì a− = min{a1, a2, . . . , aN} è a+ =

max{a1, a2, . . . , aN}. Òîãäà m = min{a−, A − ε}, òàê êàê íåèçâåñòíî ëåâåå èëè ïðàâåå

A − ε íàõîäèòñÿ a−, à êà÷åñòâå M = max{a+, A + ε}. Ïîýòîìó a1, a2, . . . , aN ∈ [m,M ].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

n ≥ N + 1 an ∈ (A− ε,A+ ε) ∈ [m,M ]

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ n an ∈ [m,M ].

Îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå ÿâëÿåòñÿ äîñòà-

òî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè. Ýòîò �àêò ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ñëåäóþùåì ïðè-

ìåðå.

Ïðèìåð. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} = {−1, 1, − 1, . . . , } îãðàíè÷åíà, íî íå ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà èìååò ïðå-

äåë

lim
n→∞

an = A,

÷òî ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò

∀ε > 0, ε =
1

2
ñóùåñòâóåò N ∀n > N |an −A| < 1

2
.
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Òàêèì îáðàçîì,

| − 1− A| < 1

2
èëè |1 + A| < 1

2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

|1−A| < 1

2
.

Ñîñòàâèì öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé

2 = |1 + A + 1−A| ≤ |1 + A|+ |1− A| < 1

2
+

1

2
= 1.

3.5. Ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè îíà íåóáûâàþùàÿ

èëè íåâîçðàñòàþùàÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, åñëè ýëåìåíòû,

íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ìåíüøå èëè ðàâíû ïðåäûäóùåìó.

Ñâîéñòâà ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

1) Íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, åñëè îíà îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

2) Íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, åñëè îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó.

Ñ�îðìóëèðóåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè

Òåîðåìà. Âñÿêàÿ ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {an} îãðàíè÷åíà, òî åñòü ñóùåñòâóþò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ M è

òî÷íàÿ m íèæíÿÿ ãðàíè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü {an} íåóáûâàþùàÿ. Ïîêàæåì, ÷òî

lim
n→∞

an =M,

ãäå M � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü, òî åñòü

∀ε > 0 íàéäåòñÿ aN : M − ε < aN ≤M.

Òàê êàê {an} íåóáûâàþùàÿ, òî

∀n ≥ N 0 ≤M − an ≤M − N .

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî 0 ≤M − an < ε èëè |an −M | < ε äëÿ âñåõ n > N .
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3.6. Òåîðåìà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà

Îïðåäåëåíèå. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} íàçûâàåòñÿ

ïîäìíîæåñòâî ank
ýëåìåíòîâ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

k = 1, 2, 3, . . . : n1 < n2 < . . . .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. (Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà) Ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {an} îãðàíè÷åííàÿ, òîãäà

|an| ≤ K èëè −K ≤ Kan ≤ K.

Âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [−K,K] = I0.

�àçäåëèì îòðåçîê I0 ïîïîëàì è ðàññìîòðèì òó åãî ÷àñòü, êîòîðàÿ ñîäåðæèò áåñêî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê an: I1 =
I0
2
. �àññìîòðèì íà I1 òî÷êó b1 = an1 ∈ I1. Àíàëîãè÷íî

ïîñòóïèì è ñ îòðåçêîì I1, îáîçíà÷èâ ÷åðåç I2 = I1
2
. Âîçüì¼ì b2 = an2 ∈ I2. Ïðè÷¼ì

âûáåðåì òàê, ÷òîáû n2 > n1.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{bk} è {Ik}.

Ïî ïîñòðîåíèþ Ik � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ, äëèíû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ

ê 0. Òî÷êè bk ∈ Ik, bk = ank
ïî ïîñòðîåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, {bk} � ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ank
, à {Ik} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà c

ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì, òî åñòü c ∈ ⋂
k

Ik. Îòêóäà óæå ñëåäóåò, ÷òî

lim
k→∞

bk = c.

Ñëåäñòâèå 1. Ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èìååò ïðåäåë.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè âñå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó ïðåäåëó A, òî è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê A.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè äâå ðàçëè÷íûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ê ðàçíûì ïðåäå-

ëàì, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñõîäÿùàÿñÿ.
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3.7. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èëè êðèòåðèé Êîøè

Ïóñòü çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{an} = a1, a2, . . . , an, . . . .

Äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0

íàø¼ëñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî êàê òîëüêî n > N è m > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|an − am| < ε.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Êîøè, íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ïîêàæèòå, ÷òî:

(a) lim
n→∞

2n+3
n+2

= 2;

(b) lim
n→∞

1
n
= 0.

2. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû

(a) lim
n→∞

5n2+3
n7+2

;

(b) lim
n→∞

5n2+3
n+2

;

(
) lim
n→∞

√
3n2+5+

√
5n+2

3√8n3+n+n
;

(d) lim
n→∞

(√
3n+ 2−

√
3n
)
;

(e) lim
n→∞

1+2+...+n
n2 ;

(f) lim
n→∞

(
3n2+n−2
4n2+2n+7

)3

;

(g) lim
n→∞

n2
(
n−

√
n2 + 1

)
;

(h) lim
n→∞

(
3
√
n2 + n3 + n

)
.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x1 =
√
2, x2 =

√

2 +
√
2, x3 =

√

2 +

√

2 +
√
2, . . . , xn =

√

2 +

√

2 + . . .+
√
2

ñõîäèòñÿ è íàéäèòå å¼ ïðåäåë.
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4. ÏÎÍßÒÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ.

Ï�ÅÄÅË ÔÓÍÊÖÈÈ Â ÒÎ×ÊÅ

4.1. Ïîíÿòèå �óíêöèè

Ïóñòü çàäàíû äâà ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë X, Y ⊂ IRd
è

çàäàíî íåêîòîðîå îòíîøåíèå ìåæäó íèìè, f : f : X → Y .

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå f : X → Y , ïðè êîòîðîì êàæäîìó

ýëåìåíòó ìíîæåñòâà X ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y : y =

f(x), ãäå

- ìíîæåñòâî X, ãäå îïðåäåëåíà �óíêöèÿ, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ �óíê-

öèè;

- ìíîæåñòâî Y � îáëàñòü çíà÷åíèé �óíêöèè.

Ïðèìåð. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} � �óíêöèÿ:

f ; N → IRd, f(n) = an.

Ïðèìåð. y = n!, f : Z+ → IRd
, f(n) = 1 · 2 · . . . · n, 0! = 1.

Ïðèìåð. sgn x = x
|x| =







1, åñëè x > 0,

0, åñëè x = 0,

−1 åñëè x < 0.

4.2. Ñïîñîáû çàäàíèÿ �óíêöèè

1. Àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå �óíêöèè:

- ÿâíî çàäàííûå �óíêöèè, y = f(x);

- íåÿâíî çàäàííûå �óíêöèè, F (x,y) = 0;

- ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûå �óíêöèè

{

x = ϕ(t),

y = ψ(t).
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2. �ðà�è÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ �óíêöèè

3. Òàáëè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ �óíêöèè

x x1 x2 . . . xn

y y1 y2 . . . yn

Ñâîéñòâà �óíêöèé

- ìîíîòîííîñòü;

- ÷¼òíîñòü èëè íå÷¼òíîñòü;

- ïåðèîäè÷íîñòü;

- íóëè �óíêöèè.

4.3. Ïðåäåë �óíêöèè â òî÷êå

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) â òî÷êå a åñëè, äëÿ ëþ-

áîãî ε > 0, íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè âñåõ x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è x 6= a,

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

|x− a| < δ

âåðíî íåðàâåíñòâî

|f(x)−A| < ε.

Çàïèñûâàåòñÿ ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì

lim
x→a

f(x) = A,

lim
x→a

f(x) = A⇐⇒ ∀ε > 0 ∃ δ = δ(ε) : ∀x |x− a| < δ ⇒ |f(x)−A| < ε.

Äàäèì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà �óíêöèè â òî÷êå â òåðìèíàõ îêðåñòíîñòåé

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A åñòü ïðåäåë f(x) ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê a, åñëè äëÿ ëþáîé

ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè A íàéä¼òñÿ òàêàÿ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà-

÷åíèÿ x 6= a ïðèíàäëåæàùåãî δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè a, çíà÷åíèå �óíêöèè y = f(x)

ïðèíàäëåæèò ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè A.
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Çíà÷åíèå �óíêöèè â òî÷êå a íå âëèÿåò íà ïðåäåë �óíêöèè â òî÷êå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

åñëè äâå �óíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè a ðàâíû, à â ñàìîé òî÷êå ðàçëè÷íû èëè íå

ñóùåñòâóþò, òî ïðåäåëû ýòèõ �óíêöèé ðàâíû.

Ïðèâåä¼ì åù¼ îäíî îïðåäåëåíèå ïðåäåëà �óíêöèè â òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) ïðè x → , åñëè äëÿ

ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}toa ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{f(xn)} → A.

4.4. Îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå

÷èñëî M > 0 è δ > 0 òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

|f(x)| ≤M ∀x ∈ (x− δ,x+ δ).

Åñëè �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è èìååò â òî÷êå a êîíå÷íûé ïðå-

äåë, òî îíà îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì

îïðåäåëåíèå ïðåäåëà �óíêöèè f(x) â òî÷êå a:

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x 6= a |x− a| < δ ⇒ |f(x)−A| < ε.

Åñëè âçÿòü ε = 1
2
, òî |f(x)−A| < 1

2
. Îòêóäà èìååì

|f(x)| − |A| ≤ ||f(x)| − |A|| ≤ |f(x)−A| < 1

2

èëè

|f(x)| ≤ |A|+ |f(x)− A| < 1

2

Âûáèðàÿ M = max{|A| + 1
2
, f(a)}, òàê êàê x 6= a, òî ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈

(a− δ,a + δ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(x)| < M .

4.5. Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå �óíêöèè

è èõ ñâîéñòâà

Ïóñòü �óíêöèÿ α(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, êðîìå ñàìîé òî÷êè a. Òîãäà

α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ �óíêöèÿ ïðè x→ a, åñëè lim
x→a

α(x) = 0.

Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ �óíêöèé

1) Åñëè α(x) è β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëûå �óíêöèè ïðè x→ a, òî èõ ñóììà α(x)+β(x)

åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ �óíêöèÿ.
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2) Åñëè α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ �óíêöèÿ ïðè x→ a, à f(x) îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè a, òî ïðîèçâåäåíèå α(x) · f(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé �óíêöèåé ïðè

x → a.

3) Äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñëî A áûëî ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû f(x) ìîæíî áûëî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

f(x) = A + α(x).

�àññìîòðèì �óíêöèþ y = f(x), îïðåäåë¼ííóþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, êðîìå, ìîæåò

áûòü, ñàìîé òî÷êè.

Åñëè äëÿ ëþáîãî, êàêîãî óãîäíî áîëüøîãî, ÷èñëà M > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x 6= a, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x−a| < δ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x)| > M.

Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèþ f(x) íàçûâàþò áåñêîíå÷íî áîëüøîé �óíêöèåé ïðè x → a è

lim
x→a

= ∞.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Åñëè α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ �óíêöèÿ ïðè x → a è â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè a �óíêöèÿ α(x) 6= 0, òî �óíêöèÿ

F (x) =
1

α(x)
− áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ �óíêöèÿ ïðè x→ a.

È, íàîáîðîò, åñëè F (x) - áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ �óíêöèÿ ïðè x→ a, òî

α(x) =
1

F (x)
− áåñêîíå÷íî ìàëàÿ �óíêöèÿ.

4.6. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà òîëüêî ñëåâà èëè òîëüêî ñïðàâà îò òî÷êè a.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ëåâîñòîðîííèì ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) ïðè x→
a− 0 (x < a), åñëè

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : a− δ < x < a⇒ |f(x)− A| < ε,

lim
x→a−

f(x) = A, lim
x→a−0

f(x) = A.
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Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðàâîñòîðîííèì ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) ïðè x→
a+ 0 (x > a), åñëè

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : a < x < a + δ ⇒ |f(x)− A| < ε,

lim
x→a+

f(x) = A, lim
x→a+0

f(x) = A.

Âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ f(x) èìåëà ïðåäåë â òî÷êå a íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ïðåäåëû �óíêöèè â òî÷êå a ñïðàâà è ñëåâà, è îíè áûëè

ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

4.7. Íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè

�àññìîòðèì �óíêöèþ f(x), îïðåäåë¼ííóþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Ôóíêöèþ íàçûâàþò íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè îíà èìååò ïðåäåë â òî÷êå x0, è ýòî

ïðåäåë ðàâåí çíà÷åíèþ �óíêöèè f(x) â òî÷êå x0, òî åñòü

lim
x→x0

f(x)− f(x0).

Äëÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè ñèìâîë lim è ñèìâîë f ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè

lim
x→x0

f(x) = f

(

lim
x→x0

x

)

.

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Çàäàäèì òî÷êó

x0 + ∆x òàêæå ïðèíàäëåæàùóþ ýòîé îêðåñòíîñòè. Âåëè÷èíà ∆x íàçûâàåòñÿ ïðèðàùå-

íèåì àðãóìåíòà, à âûðàæåíèå

∆y = f(x0 +∆x)− f(x0)

ïðèðàùåíèåì �óíêöèè f(x) â òî÷êå x0.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè ïðèðàùåíèå ∆y

�óíêöèè â ýòîé òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèþ ∆x àðãóìåíòà ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ ïðè ∆x → 0, òî åñòü lim
∆x→0

∆y = 0.

Äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü �óíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ïîäïðîñòðàíñòâå E ⊂ IRd
è òî÷êà x0 ∈

E. Òîãäà f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ∈ E,

ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå x0 ∈ E, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé �óíêöèè

{f(xn)} → f(x0).
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4.8. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë lim
x→0

sinx

x
= 1

�àññìîòðèì îêðóæíîñòü ðàäèóñà R.

Çäåñü OA = R, ∠AOB = x, 0 < x < π
2
. Ñðàâíèì ïëîùàäè ïîëó÷åííûõ �èãóð

S△AOB < S
ñåêòîðAOB < S△AOC,

òî åñòü

1

2
R2 sin x <

1

2
xR2 <

1

2
R2 tg x.

Îòêóäà, ïîäåëèâ âñ¼ íà

1
2
R2 sin x, ïîëó÷èì

1 <
x

sin x
<

1

cosx

èëè

cosx <
sin x

x
< 1.

Ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ x ∈
(
−π

2
,0
)
, òàê êàê

sin(−x)
−x

= sinx
x
, à cos(−x) =

cosx. Ôóíêöèÿ y = cos x íåïðåðûâíà â ëþáîé î÷êå, â òîì ÷èñëå è ïðè x = 0. Òîãäà

lim
x→0

cosx = cos 0 = 1. Ïîýòîìó

lim
x→0

sin x

x
= 1.

4.9. Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë lim
x→0

(1 + x)
1

x = e

Èçâåñòíî, ÷òî {
(
1 + 1

n

)n} ïðè n→ ∞ ñòðåìèòñÿ ê ÷èñëó e èëè

lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

= e.

Óñòàíîâèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ âñåõ x ∈ IR. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà x →
+∞. Ïóñòü n < x < n+ 1

1

n + 1
<

1

x
<

1

n
,

1

n+ 1
+ 1 <

1

x
+ 1 <

1

n
+ 1,
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(

1 +
1

n + 1

)n

<

(

1 +
1

x

)x

<

(

1 +
1

n

)n+1

.

Îòêóäà

lim
n→∞

(

1 +
1

n + 1

)n

= lim
n→∞

(

1 +
1

n+ 1

)n+1(

1 +
1

n + 1

)−1

= e,

lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n+1

= lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n(

1 +
1

n

)

= e.

Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåì î ïðåäåëå ïðîìåæóòî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷àåì

lim
x→∞

(

1 +
1

x

)x

= e.

Ïóñòü, òåïåðü x → −∞. Òîãäà ñäåëàåì çàìåíó t = −(x + 1). Îòñþäà, åñëè x → −∞, òî

t→ +∞ è

lim
x→−∞

(

1 +
1

x

)x

= lim
t→+∞

(

1− 1

t+ 1

)−(t+1)

= lim
t→+∞

(
t

t+ 1

)−(t+1)

=

= lim
t→+∞

(
t+ 1

t

)t+1

= lim
t→+∞

(

1 +
1

t

)t(

1 +
1

t

)

= e

4.10. Àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

x0. Åñëè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0, òî òàêæå íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 è èõ:

- ñóììà f(x) + g(x);

- ðàçíîñòü f(x)− g(x);

- ïðîèçâåäåíèå f(x)g(x);

- ÷àñòíîå

f(x)
g(x)

ïðè óñëîâèè, ÷òî g(x0) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ ÷àñòíîãî

f(x)
g(x)

. Ïóñòü f(x) è g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå

x0, g(x0) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü x0, â êîòîðîé g(x) 6= 0. Îïðåäåëèì â ýòîé

îêðåñòíîñòè �óíêöèþ F (x) = f(x)
g(x)

. Èç íåïðåðûâíîñòè f(x) ñëåäóåò, ÷òî lim
x→x0

f(x) =

f(x0), à òàêæå lim
x→x0

g(x) = g(x0) 6= 0. Òîãäà ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ÷àñòíîãî

lim
x→x0

F (x) = lim
x→x0

f(x)

g(x)
=
f(x0)

g(x0)
= F (x0).

Òàêèì îáðàçîì, F (x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.
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4.11. Ñëîæíàÿ �óíêöèÿ

Ïóñòü �óíêöèÿ u = ϕ(x) çàäàíà íà ìíîæåñòâå E ⊂ IR. Ìíîæåñòâî E1 = {u ∈ IR :

u = ϕ(x), x ∈ E} � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �óíêöèè u.

�àññìîòðèì íà E1 �óíêöèþ y = f(u), çàäàííóþ íà E1 ⊂ IR. Òîãäà y = f(u) = f(ϕ(x))

çàäàíà íà E.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. (Î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì íåïðåðûâíîé �óíêöèè) Åñëè

1) �óíêöèÿ u = ϕ(x) â òî÷êå x0 èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë A;

2) �óíêöèÿ y = f(u) íåïðåðûâíà â òî÷êå u = A, òî �óíêöèÿ y = f(ϕ(x)) â òî÷êå x0
èìååò ïðåäåë ðàâíûé f(A).

Äðóãèìè ñëîâàìè,

lim
x→x0

f(ϕ(x)) = f(A),

à îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

lim
x→x0

f(ϕ(x)) = f

(

lim
x→x0

ϕ(x)

)

.

Âåðíî è ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ u = ϕ(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à �óíêöèÿ y − f(u) íåïðå-

ðûâíà â òî÷êå u0 = ϕ(x0), òî ñëîæíàÿ �óíêöèÿ y = f(ϕ(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

4.12. Òî÷êè ðàçðûâà �óíêöèè è èõ êëàññè�èêàöèÿ

Åñëè �óíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, òî

- f(x) ðàçðûâíà â òî÷êå;

- òî÷êà x0 � òî÷êà ðàçðûâà �óíêöèè.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå òèïû òî÷åê ðàçðûâà.

1) Óñòðàíèìûå òî÷êè ðàçðûâà.

Ïóñòü â òî÷êå x0 �óíêöèÿ f(x) èìååò ïðåäåë ñïðàâà è ñëåâà, òî åñòü

∃ lim
x→x0+0

f(x) = lim
x→x0−0

f(x).

Â ñàìîé òî÷êå ðàçðûâà �óíêöèÿ ëèáî íåîïðåäåëåíà, ëèáî åñëè è îïðåäåëåíà, íî

lim
x→x0+0

f(x) = lim
x→x0−0

f(x) 6= f(x0).
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Òàêàÿ òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìîé òî÷êîé ðàçðûâà. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

�óíêöèþ

F (x) =

{

f(x), ∀x 6= x0,

lim
x→x0

f(x), x = x− 0.

Òîãäà F (x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî åñòü åå äîîïðåäåëèëè â òî÷êå x0, F (x0) =

lim
x→x0

f(x) <∞.

2) Íåóñòðàíèìàÿ òî÷êà ðàçðûâà.

Åñëè lim
x→x0

f(x) = ∞, òî åñòü íå ñóùåñòâóåò, òîãäà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåóñòðàíèìîãî

ðàçðûâà.

Óñòðàíèìûå î÷êè ðàçðûâà íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà I-ãî ðîäà.

Íåóñòðàíèìûå òî÷êè ðàçðûâà � òî÷êè ðàçðûâà II-ãî ðîäà.

4.13. Ñâîéñòâà �óíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå

�àññìîòðèì ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè íå òîëüêî â òî÷êå, íî è íà êàêîì-òî èíòåðâàëå

èëè îòðåçêå. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå C[a,b] � ìíîæåñòâî �óíêöèé íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå

[a,b].

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ íàçîâ¼ì íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (a,b), åñëè îíà íåïðåðûâ-

íà íà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a,b], åñëè îíà:

âî-ïåðâûõ: íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a,b);

âî-âòîðûõ: íåïðåðûâíà â òî÷êå a è â òî÷êå b.

1. Òåîðåìà. (Áîëüöàíî � Êîøè) Åñëè �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a,b], à íà

êîíöàõ îòðåçêà èìååò çíà÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó, òî f(x) = 0 õîòÿ

áû â îäíîé òî÷êå (a,b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(a)·f(b) < 0. Çàäàäèì íåêîòîðóþ òî÷êó ξ = a+b
2
, êîòîðàÿ

äåëèò îòðåçîê [a,b] ïîïîëàì. Íàéä¼ì f(ξ). Åñëè f(ξ) = 0, òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè f(ξ) 6= 0, òî f(a) · f(ξ) < 0 èëè f(ξ) · f(b) < 0. Ïîýòîìó îïÿòü ìîæíî âûáðàòü

îòðåçîê [a1,b1] = [a,ξ] èëè [a1,b1] = [ξ,b]. Çàäàäèì ξ1 = a1+b1
2

, åñëè f(ξ1) = 0, òî

òåîðåìà äîêàçàíà. Åñëè f(ξ1) 6= 0, òî âîçüì¼ì îòðåçîê [a2,b2].

Â èòîãå ïîëó÷àåì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ

[a,b] ⊃ [a1,b1] ⊃ [a2,b2] ⊃ . . . ⊃ [an,bn] ⊃ . . . ,

lim
n→∞

(bn − an) = lim
n→∞

b− a

2n
= 0.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà α ∈ ⋂
n

[an,bn]. Ïðîâåðèì, ÷òî f(α) = 0. Ïóñòü

f(α) 6= 0. Ïîñêîëüêó f(x) ∈ C[a,b], òî �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå α ∈ [a,b].

Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü (α−δ,α+δ) òàêàÿ, ÷òî f(x) ñîõðàíÿåò çíàê â ëþáîé
òî÷êå îêðåñòíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn = α. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò

îòðåçîê [aN ,bN ] ∪ (α − δ,α + δ) è f(aN ) · f(bN) > 0, òî åñòü f(aN) è f(bN ) îäíîãî

çíàêà. Ïî ïîñòðîåíèþ f(aN) è f(bN ) ðàçíîãî çíàêà è ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

�

Çàìå÷àíèå. Òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f(x) çäåñü ñóùåñòâåííî.

Çàìå÷àíèå. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí íå÷¼òíîé ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��è-

öèåíòàìè

P2n+1(x) = a2n+1x
2n+1 + a2nx

2n + . . .+ a0

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, a2n+1 > 0, òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà x, P2n+1(x) > 0, à ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ �

P2n+1(x) < 0. Ïîñêîëüêó P2n+1(x) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî

a ∈ IR òàêîå, ÷òî P2n+1(a) = 0. �

2. Òåîðåìà. (Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé �óíêöèè)

Åñëè �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a,b] è çíà÷åíèå â òî÷êå a ðàâíî f(a) = A, à â

òî÷êå b � f(b) = B, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà C ∈ [A,B] íàéä¼òñÿ ÷èñëî αß[a,b] òàêîå,

÷òî f(α) = C. Äðóãèìè ñëîâàìè íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå �óíêöèÿ ïðèíèìàåò

âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó å¼ çíà÷åíèÿìè íà êîíöàõ îòðåçêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, A < B. �àññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó

C ∈ [A,B]. Çàäàäèì íåêîòîðóþ �óíêöèþ ϕ(x) = f(x) − C, ïðè ýòîì A < C < B.

Ïîñêîëüêó, ïîëó÷åííàÿ �óíêöèÿ ϕ(x) íåïðåðûâíà íà [a,b], òî

ϕ(a) = f(a)− C = A− C < 0;

ϕ(b) = f(b)− C = B − C > 0,

òî åñòü çíàêè �óíêöèè íà êîíöàõ ðàçíûå. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà α ∈ [a,b] òàêàÿ,

÷òî ϕ(α) = f(α)−C = 0 èëè f(α) = C. �

3. Òåîðåìà. (Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) Åñëè �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà

íà îòðåçêå [a,b], òî îíà îãðàíè÷åíà í¼ì, òî åñòü

∃K > 0 : ∀x ∈ [a,b] =⇒ |f(x)| < K.
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Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó îòðåçêà x0 ∈ [a,b], â êîòîðîé

lim
x→x0

f(x) = f(x0). Èç îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

|f(x)− f(x0)| < ε èëè f(x0)− ε < f(x) < f(x0) + ε.

Âûáðàâ ÷èñëî M êàê M = max{f(x0) + ε, f(x0)}, ïîëó÷àåì

−M < f(x) < M èëè |f(x)| < M.

�

Òåïåðü ââåä¼ì òàêîå ïîíÿòèå êàê òî÷íûå ãðàíè �óíêöèè.

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E.

Òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ M �óíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå E íàçûâàåòñÿ:

� òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà çíà÷åíèé �óíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå E,

M = sup
x∈E

f(x).

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íèæíåé ãðàíè m �óíêöèè,

m = inf
x∈E

f(x).

4. Òåîðåìà. (Âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) Åñëè �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà

îòðåçêå [a,b], òî îíà äîñòèãàåò íà ýòîì îòðåçêå ñâîèõ òî÷íîé íèæíåé è òî÷íîé

âåðõíåé ãðàíåé.

Ñîâìåñòíî ñ ïîíÿòèÿìè òî÷íîãî âåðõíåãî è íèæíåãî çíà÷åíèé �óíêöèè èäóò òàêèå

ïîíÿòèÿ êàê íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè.

Íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì �óíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a,b] íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ

ãðàíü �óíêöèè.

Íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì �óíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a,b] íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ

ãðàíü �óíêöèè.

Èñõîäÿ èç ýòèõ îïðåäåëåíèé âòîðóþ òåîðåìó Âåéåðøòðàññà ìîæíî ïåðå�ðàçèðî-

âàòü êàê

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a,b], òî íà ýòîì îòðåçêå

ïðèíèìàåò ñâîè íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ.
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4.14. �àâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè íà îòðåçêå ñëåäóåò å¼ íåïðåðûâíîñòü íà èíòåðâàëå è â

òî÷êå, ïðèíàäëåæàùåé ýòîìó èíòåðâàëó. Â îáðàòíóþ ñòðîíó, íåïðåðûâíîñòü íà èíòåð-

âàëå îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ áóäåò íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà. ×òîáû

�óíêöèÿ áûëà íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, íóæíî ê íåïðåðûâíîñòè íà èíòåðâàëå äîáàâèòü

íåïðåðûâíîñòü ñïðàâà è ñëåâà â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ.

�àññìîòðèì �óíêöèþ íåïðåðûâíóþ íà èíòåðâàëå (a,b).

a bx0 x

x0f(x )

y

O x0+dx0 d
_

e

Âèäíî, ÷òî åñëè âçÿòü ε äëÿ òî÷åê x0 è x′0 îäèíàêîâûå, òî δ è δ′ � ðàçíûå. Ïîýòîìó

äëÿ âûáîðà δ ñóùåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ � ε è x0. Íî ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå, êîòîðîå ïîç-

âîëÿåò èç âñåãî êëàññà âûáðàòü òå, äëÿ êîòîðûõ â íåçàâèñèìîñòè îò âûáîðà òî÷åê x0
ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëî δ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (a,b)

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x′, x′ ∈
(a,b) óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

|x′ − x′′| < δ

âåðíî íåðàâåíñòâî

|f(x′)− f(x′′)| < ε.

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ f(x) = x ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà IR.

�åøåíèå. Áóäåì èñõîäèòü èç îïðåäåëåíèÿ:

∀ε > 0 ∃δ ∀x′,x′′ ∈ IR : |x′ − x′′| < δ ⇒ |x′ − x′′| < ε.

Íàéäåì δ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ = ε. Òîãäà

∀ε > 0 ∃δ ∀x′,x′′ ∈ IR : |x′ − x′′| < ε⇒ |x′ − x′′| < ε.
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�

Èç íåïðåðûâíîñòè íà îòðåçêå ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü íà èíòåðâàëå. Èç ðàâíîìåðíîé

íåïðåðûâíîñòè íà îòðåçêå ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü íà èíòåðâàëå. Îáðàòíîå

äëÿ îáîèõ óòâåðæäåíèé íåâåðíî.

Ïðèìåð. Ïîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ f(x) = sin π
x
íåïðåðûâíà, íî íå ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíà íà (0,1).

�åøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ε > 0 è x′, x′′ ∈ (0,1), äëÿ êîòîðûõ áóäóò

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|x′ − x′′| < δ, |f(x′)− f(x′′)| > ε ∀δ > 0.

Ïóñòü ε = 1
2
. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 0 ïîëîæèì, ÷òî x′ = 1

n
, à x′′ = 2

2n+1
. Îòñþäà

|x′ − x′′| =
∣
∣
∣
∣

1

n
− 2

2n+ 1

∣
∣
∣
∣
=

1

n(2n+ 1)

è äëÿ ëþáîãî δ > 0 ìîæíî íàéòè n òàêîå, ÷òî

1

n(2n+ 1)
< δ.

Íàéä¼ì |f(x′)− f(x′′)|,

|f(x′)− f(x′′)| =
∣
∣
∣
∣
sin πn− sin

π(2n+ 1)

2

∣
∣
∣
∣
= 1 >

1

2
.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàííàÿ �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé. �

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. (Òåîðåìà Êàíòîðà) Åñëè f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a,b], òî îíà ðàâíî-

ìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ðàâ-

íîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íà îòðåçêå

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′,x′′ ∈ [a,b], |x′ − x′′| < δ −→ |f(x′)− fx′′| < ε.

Ïîñêîëüêó ìû äîêàçûâàåì îò ïðîòèâíîãî, òî

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x′,x′′ ∈ [a,b], |x′ − x′′| < δ −→ |f(x′)− f(x′′)| > ε.

Âîçüì¼ì íåêîòîðîå ε > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {δn} → 0 ïðè n→ ∞.
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Íàéäóòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû x′n,x
′′
n ∈ [a,b] òàêèå, ÷òî

|x′n − x′′n| < δ, |f(x′n)− f(x′′n)| > ε.

�àññìîòðèì ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ïàð. Ïî ïîñòðîåíèþ {x′n} ∈ [a,b]. Îòêóäà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′n} îãðàíè÷åíà è ïî òåîðåìå Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà íàéä¼òñÿ

ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′nk
} → x0, ïðè÷¼ì x0 ∈ [a,b] ïðè k → ∞.

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′′nk
}. Äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

|x′nk
− x′′nk

| < δnk
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {δnk
} → 0. Òîãäà

0 < x′nk
− x′′nk

< 0

ïðè k → ∞. Îòñþäà (x′nk
− x′′nk

) → 0. Ñëåäîâàòåëüíî {x′′nk
} → x0.

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a,b], òî íåïðåðûâíà è â òî÷êå x0. Â

íàøåì ñëó÷àå {x′nk
} → x0 è {x′′nk

} → x0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f(x
′
nk
) → f(x0) è f(x

′′
nk
) →

f(x0). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

ε ≤ |f(x′nk
)− f(x′′nk

)|.

Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïîëó÷èì,

ε ≤ lim
k→∞

|f(x′nk
)− f(x′′nk

)| = |f(x0)− f(x0)| = 0,

òî åñòü ε ≤ 0, ÷òî íåâîçìîæíî. �

4.15. Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ �óíêöèé

Ïóñòü α(x) è β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëûå �óíêöèè ïðè x→ a. Åñëè ïðåäåë lim
x→a

α(x)
β(x)

= 0,

òî α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ �óíêöèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ÷åì β(x). Çàïèñûâàåòñÿ

ýòî êàê

α(x) = o(β(x))

ïðè x→ a.

Åñëè lim
x→a

α(x)
β(x)

= C 6= 0, òî α(x) è β(x) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëûå �óíêöèè îäíîãî ïîðÿäêà.

Åñëè lim
x→a

α(x)
β(x)

íå ñóùåñòâóåò íè êîíå÷íîãî, íè áåñêîíå÷íîãî, òî α(x) è β(x) íå ñðàâ-

íèìû.

Åñëè lim
x→a

α(x)
(x−a)m

= β 6= 0, òî áåñêîíå÷íî ìàëàÿ �óíêöèÿ α(x) èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè

m ∈ N, îòíîñèòåëüíî îñíîâíîé áåñêîíå÷íî ìàëîé �óíêöèè x− a = ω(x).
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Îïðåäåëåíèå. Äâå áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x → a �óíêöèè α(x) è β(x) íàçûâàþòñÿ

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ïðåäåë èõ îòíîøåíèÿ â òî÷êå a ðàâåí åäèíèöå,

lim
x→a

α(x)

β(x)
= 1.

Îáîçíà÷àþò ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì α(x) ∼ β(x). Äðóãèìè ñëîâàìè, �óíêöèè α(x) è

β(x) ðàâíû àñèìïòîòè÷åñêè ïðè x→ a.

Âûïèøåì ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè.

1. α(x) ∼ α(x) ïðè x→ a � ðå�ëåêñèâíîñòü.

2. α(x) ∼ β(x) ⇐⇒ β(x) ∼ α(x) � ñèììåòðè÷íîñòü.

3. α(x) ∼ β(x) è β(x) ∼ γ(x), òî α(x) ∼ γ(x) � òðàíçèòèâíîñòü.

Îñíîâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè áåñêîíå÷íî ìàëûõ �óíêöèé.

1. lim
x→0

sinx
x

= 1, òî sin x ∼ x ïðè x→ 0.

2. lim
x→0

tg x
x

= lim
x→0

sinx
x cos x

= 1, tg x ∼ x ïðè x→ 0.

3. lim
x→0

arcsinx
x

= lim
y→0

y

sin y
= 1, arcsin x ∼ x ïðè x→ 0.

4. lim
x→0

ln(1+x)
x

= 1, ln(1 + x) ∼ x ïðè x→ 0.

5. lim
x→0

(1+x)m−1
mx

= 1, (1 + x)m − 1 ∼ mx ïðè x→ 0.

Åñëè äëÿ �óíêöèè f(x) ìîæíî ïîäîáðàòü ÷èñëà a è m, a 6= 0, m ∈ N òàêèå, ÷òî

f(x) ∼ axm, x→ 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ axm åñòü ãëàâíûé ñòåïåííîé ÷ëåí �óíêöèè

f(x) ïðè x→ 0.

�àññìîòðèì âîïðîñ çàìåíû áåñêîíå÷íî ìàëûõ �óíêöèè ýêâèâàëåíòíûìè.

Òåîðåìà. Ïóñòü α(x), β(x), α1(x), β1(x) � áåñêîíå÷íî ìàëûå �óíêöèè ïðè x → x0,

ïðè÷¼ì

α(x) ∼ α1(x), β(x) ∼ β1(x).

Åñëè â òî÷êå x0 îòíîøåíèå
α(x)

β(x)

èìååò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë, òî îí íå èçìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå α(x) íà

α1(x) è β(x) íà β1(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì îòíîøåíèå

α1(x)

β1(x)
=
α1(x)

α(x)
· α(x)
βx

· β(x)
β1(x)

.

Ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó ïðè x→ x0

lim
x→x0

α1(x)

β1(x)
= lim

x→x0

α1(x)

α(x)
· α(x)
βx

· β(x)
β1(x)

.

Ïî óñëîâèþ α(x) ∼ α1(x) è β(x) ∼ β1(x). Ïîýòîìó

lim
x→x0

α(x)

α1(x)
= 1 è lim

x→x0

β(x)

β1(x)
= 1.

�àññìîòðèì ïðåäåë lim
x→x0

α(x)
β(x)

= C ïî óñëîâèþ. Ïóñòü C êîíå÷íî. Òîãäà

lim
x→x0

α1(x)

β1(x)
= lim

x→x0

α1(x)

α(x)
· α(x)
βx

· β(x)
β1(x)

= C.

Ïóñòü C áåñêîíå÷íî. Òîãäà

α1(x)
β1(x)

� áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ �óíêöèÿ ïðè x → x0 è lim
x→x0

α1(x)
β1(x)

=

∞. Â èòîãå ïîëó÷àåì,

lim
x→x0

α1(x)

β1(x)
= lim

x→x0

α(x)

β(x)
.

�

Ñ�îðìóëèðóåì óñëîâèå ýêâèâàëåíòíîñòè â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x → x0 �óíêöèè α(x) è β(x) áû-

ëè ýêâèâàëåíòíûìè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû α(x) − β(x) ïðè x → x0 áûëà

áåñêîíå÷íî ìàëîé �óíêöèåé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì îíè ñàìè, òî åñòü

α(x) = o(α(x)− β(x)), β(x) = o(α(x)− β(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìîñòü. Çàäàäèì �óíêöèþ γ(x) = α(x) − β(x). Ïî óñëîâèþ α(x) ∼ β(x) ïðè

x→ x0 èëè lim
x→x0

α(x)
β(x)

= 1. Ñðàâíèì α(x) è γ(x) èëè β(x) è γ(x):

lim
x→x0

γ(x)

β(x)
= lim

x→x0

α(x)− β(x)

β(x)
= lim

x→x0

(
α(x)

β(x)
− 1

)

= 0,

òî åñòü β(x) = o(γ(x)).

Äîñòàòî÷íîñòü. Çàäàäèì �óíêöèþ γ(x) = α(x) − β(x). Ïîñêîëüêó β(x) = o(γ(x)),

òî lim
x→x0

γ(x)
β(x)

= 0. Âû÷èñëèì lim
x→x0

α(x)
β(x)

:

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= lim

x→x0

β(x) + γ(x)

β(x)
= lim

x→x0

(

1 +
γ(x)

β(x)

)

.

Òàêèì îáðàçîì, α(x) ∼ β(x) ïðè x→ x0. �
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Âû÷èñëèòå ïðåäåë

(a) lim
x→π

4

sin 2x−cos 2x−1
sinx−cosx

,

(b) lim
x→∞

(
2x+3
2x+1

)x
,

(
) lim
x→∞

(
x

1+x

)x
,

(d) lim
x→16

4
√
x−2√
x−4

,

(e) lim
x→π

4

ctg 2x ctg
(
π
4
− x
)
,

(f) lim
x→0

ln(1+x)
3x−1

,

(g) lim
x→0

e4x−1
tg x

,

(h) lim
x→0

ln(a+x)−ln a

x
,

(i) lim
x→0

ex−e−x

sinx
,

(j) lim
x→e

lnx−1
x−e

,

(k) lim
x→0

arccos(1−x)√
x

,

(l) lim
x→0

1
sinx

ln(1 + a sin x),

(m) lim
x→π

4

ln tg x
1−ctgx

,

(n) lim
x→0

eαx−eβx

x
,

(o) lim
x→1

(
1+x
2+x

) 1−
√

x

1−x ,

(p) lim
x→π

2

(sin x)tg x ,

(q) lim
x→0

(
1+tg x
1+sinx

) 1
sinx ,

(r) lim
x→1

(1 + sin πx)ctgπx,

(s) lim
x→a

(
sinx
sin a

) 1
x−a

,

(t) lim
x→π

2

(tg x)tg 2x,

(u) lim
x→π

4

(sin 2x)tg
2 2x

.

2. Óñòàíîâèòå, â êàêèõ òî÷êàõ è êàêîãî ðîäà ðàçðûâû èìååò �óíêöèÿ

f(x) =







x3, ïðè x < 0,

2x, ïðè 0 ≤ x ≤ π
2
,

tg x ïðèx > π
2
.

3. Óñòàíîâèòå â êàêèõ òî÷êàõ è êàêîãî ðîäà ðàçðûâû èìååò �óíêöèÿ

f(x) =







x2, ïðè − 2 ≤ x < 0,

4, ïðè x = 0,
1
x

ïðè0 < x ≤ 2.

4. Ìîæíî ëè óñòðàíèòü ðàçðûâû �óíêöèé

(a) f(x) = 1
x−a

â òîêå x = a;

(b) f(x) =

{

1− x2, x ≤ 2,

x− 3, x > 2
â òî÷êå x = 2;
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(
) f(x) =

{

x2, x 6= 1,

2, x = 1
â òî÷êå x = 1.

5. Äîîïðåäåëèòå �óíêöèþ f(x) = tg x
x

â òî÷êå x = 0 òàê, ÷òîáû îíà ñòàëà íåïðåðûâ-

íîé.

6. Ïåðåîïðåäåëèòå �óíêöèþ

f(x) =

{
sinx
x
, x 6= 0,

2, x = 0

â òî÷êå x = 0 òàê, ÷òîáû îíà ñòàëà íåïðåðûâíîé.

7. Äîîïðåäåëèòå �óíêöèþ

f(x) =
1− cosx

x2

â òî÷êå x = 0 òàê, ÷òîáû îíà ñòàëà íåïðåðûâíîé.
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5. ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ

ÔÓÍÊÖÈÉ ÎÄÍÎÉ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉ

5.1. Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé �óíêöèè

Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ y = f(x), îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íåêîòî-

ðûé èíòåðâàë (a,b). Íàðèñóåì ñõåìàòè÷íî ãðà�èê ýòîé �óíêöèè è îòìåòèì òî÷êó x èç

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

xx

x

x x+

y=f(x )

y

O D

D

D

A

B

y

a

Ïðèäàäèì òî÷êå x ïðèðàùåíèå, x+∆x, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû x+∆x òàêæå ïðèíàä-

ëåæàëà (a,b). �àññìîòðèì íà ãðà�èêå äâå òî÷êè A è B: A(x, f(x)), B(x+∆x, f(x+∆x)).

Òîãäà ïðÿìàÿ AB áóäåò ñåêóùåé ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆y = f(x+∆x)− f(x) � ïðèðàùåíèå �óíêöèè. Ïðè ∆x 6= 0 ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå

∆y

∆x
=
f(x+∆x)− f(x)

∆x
.

Äëÿ òðåóãîëüíèêà △ABC ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ òàíãåíñîì óãëà ∠A. Èçìåíÿÿ ∆x,

ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå f(x +∆x) − f(x) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ïåðåìåííîé

∆x.

�àññìîòðèì ïðåäåë

lim
∆x→0

∆y

∆x
.

Ýòîò ïðåäåë ìîæåò ñóùåñòâîâàòü è íå ñóùåñòâîâàòü. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ñóùåñòâóåò,

ìîæåò áûòü êîíå÷íûì è áåñêîíå÷íûì. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðåäåë ñóùåñòâóåò è

îí êîíå÷åí.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíîé �óíêöèè â òî÷êå íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðà-

ùåíèÿ �óíêöèè ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ïðè ñòðåìëåíèè ïîñëåäíåãî ê íóëþ (∆x → 0):

f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
.
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Ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå, ãäå âìåñòî ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà

áóäåì áðàòü ðàçíîñòü òî÷åê

f ′(x) = lim
x→x0

∆y

x− x0
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Ïðîèçâîäíàÿ îáîçíà÷àåòñÿ êàê

f ′(x) = y′(x) = y′x.

Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî ðàñøèðèòü îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå íà âåñü èíòåðâàë.

Åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè èíòåðâàëà ìîæíî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ, òî òàêèì îáðàçîì

âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ íà èíòåðâàëå.

5.2. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

Ïî îïðåäåëåíèþ f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
.

xx

x

x x+

y=f(x )

y

O D

D

D

A

B

y

a

a j

A(x, f(x)), B(x+∆x, f(x+∆x)).

Ñåêóùàÿ AB ïåðåñåêàåò îñü Ox ïîä óãëîì α. ×òîáû íàïèñàòü óðàâíåíèå ñåêóùåé, íåîá-

õîäèìî óêàçàòü å¼ óãëîâîé êîý��èöèåíò. Â íàøåì ñëó÷àå k áóäåò ðàâåí tgα, tgα = ∆y

δx
.

Óñòðåìèì òî÷êó B ê òî÷êå A ïî ïðÿìîé AB, òî åñòü ∆x → 0. Ñåêóùàÿ çàéì¼ò

êðàéíåå ïîëîæåíèå � êàñàòåëüíàÿ AC. ×òîáû îïðåäåëèòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé AC,

âû÷èñëèì åå óãëîâîé êîý��èöèåíò:

k = tgϕ = lim
∆x→0

tgα = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
, tgϕ = f ′(x).

Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðîèçâîäíàÿ

�óíêöèè â òî÷êå ðàâíà òàíãåíñó óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ïðîâåäåííîé ê äàííîé êðèâîé

â ýòîé òî÷êå.
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5.3. Êàñàòåëüíàÿ è íîðìàëü ê êðèâîé

xx

x

y=f(x )

O

A(x ,f(   ))

y

0

00

�àññìîòðèì òî÷êó x0, ïðèíàäëåæàùóþ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè y = f(x). Òî-

ãäà íà ãðà�èêå áóäåì èìåòü òî÷êó A(x0, f(x0)). Óðàâíåíèå ïðÿìîé ìîæíî çàïèñàòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì

y − y0 = k(x− x0),

ãäå óãëîâîé êîý��èöèåíò k = f ′(x0). Îòêóäà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïðèìåò âèä

y − y0 = f ′(x0)(x− x0), y0 = f(x0)

è îêîí÷àòåëüíî

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Îäíîâðåìåííî ñ êàñàòåëüíîé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è äðóãèå ïðÿìûå, íàïðèìåð ïåð-

ïåíäèêóëÿðíûå êàñàòåëüíîé � íîðìàëè.

Îïðåäåëåíèå. Íîðìàëü � ýòî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî êàñàòåëüíîé:

y − f(x0) = − 1

f(x0)
(x− x0). f ′(x0) 6= 0.

5.4. Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

�àññìîòðèì ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, êîòîðîå çàäàíî íåêîòî-

ðûì çàêîíîì S = S(t). Ïóòü, êîòîðûé ïðîäåëàåò òî÷êà ñ ìîìåíòà âðåìåíè t äî t + ∆t

áóäåò ðàâåí

∆S = S(t +∆t)− S(t).

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü áóäåò ðàâíà îòíîøåíèþ

v
ñð

=
∆S

∆t
,

à ìãíîâåííàÿ

v(t) = lim
∆t→0

∆S

∆t
= S ′(t).
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5.5. Îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå

Åñëè �óíêöèÿ çàäàíà íà îòðåçêå, òî äëÿ íå¼ ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ ïðàâàÿ è ëåâàÿ

ïðîèçâîäíûå.

Ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

f ′(x+ 0) = lim
∆x→0

∆y

∆x→ 0+
.

Ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

f ′(x− 0) = lim
∆x→0

∆y

∆x→ 0− .

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå, òî ñóùåñòâóåò ëåâàÿ è ïðàâàÿ ïðîèçâîäíûå è

îíè ðàâíû. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå

f ′(x+ 0) = f ′(x− 0) = f ′(x).

Ïðèìåð. Ïîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíîé �óíêöèè

y = |x|

â òî÷êå x = 0.

�åøåíèå. ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x = 0. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

∆y

∆x
=
f(0 + ∆x)− f(0)

∆x
=

|0 + ∆x| − 0

∆x
=

|∆x|
∆x

=

{

1, ∆x > 0,

−1, ∆x < 0.

Îòêóäà

f ′(0 + 0) = lim
∆x→0+

|∆x|
∆x

= 1, f ′(0− 0) = lim
∆x→0−

|∆x|
∆x

= −1

è f ′(0+0) 6= f ′(0−0), òî åñòü ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x = 0 íå ñóùåñòâóåò. �

5.6. Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâîäíûå

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= +∞ èëè f ′(x0) = lim

∆x→0

∆y

∆x
= −∞.

Ñâåä¼ì âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ñìûñëû ïðîèçâîäíîé âîåäèíî:

� ïóñòü f ′(x0) = A < ∞. Òîãäà â òî÷êå x0 ìîæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ, óðàâíåíèå êî-

òîðîé y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0). Êðèâûå òàêîãî âèäà íàçûâàþòñÿ ãëàäêèìè, à �óíêöèè

ãëàäêèìè �óíêöèÿìè: f(x), f ′(x) ∈ C1(a,b), òî åñòü íåïðåðûâíûå âìåñòå ñî ñâîåé ïðî-

èçâîäíîé;

� ïóñòü â òî÷êå x0 ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå ñëåâà è ñïðàâà, íî îíè íå ðàâíû: f
′(x0+0) 6=

f ′(x0 − 0).
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xx

y=f(x )

O

y

0

x(x ,f(   ))000M

Â òî÷êå x0 íå ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíîé. Òî÷êà M0(x0.f(x0)) � óãëîâàÿ òî÷êà;

� ïóñòü äëÿ f(x) ∈ C(a,b) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ, íàïðèìåð f ′(x0) = +∞
èëè f ′(x0) = −∞. Â ýòîì ñëó÷àå ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò âèäà

xx

y=f(x )

O

y

0

x(x ,f(   ))000M

xx

y=f(x )

O

y

0

x(x ,f(   ))000M

Òàêæå ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà

a) f ′(x0 + 0) = +∞, à f ′(x0 − 0) = −∞;

b) f ′(x0 + 0) = −∞, à f ′(x0 − 0) = +∞.

xx

y=f(x )

O

y

0

x(x ,f(   ))000M

xx

y=f(x )

O

y

0

x(x ,f(   ))000M

5.7. Äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè

Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a,b). Òîãäà ïðè-

ðàùåíèå �óíêöèè ∆y = f(x + ∆x) − f(x). Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé â
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òî÷êå ,åñëè ïðèðàùåíèå �óíêöèè ìîæíî çàïèñàòü êàê

∆y = A ·∆x+ α(∆x) ·∆x,

ãäå A = const, α(∆x) → 0 ïðè ∆x→ 0, òî åñòü α(∆x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ �óíêöèÿ.

Ïðèìåð. Ïðîâåðèì, áóäåò ëè y = x2 äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé.

�åøåíèå. Çàïèøåì ïðèðàùåíèå �óíêöèè

∆y = f(x+∆x)− f(x) = (x+∆x)2 − x2 = 2x∆x+ (∆x)2 = 2x∆x+∆x ·∆x,

A = 2x, α(∆x) = ∆x, lim
∆x→0

α(∆x) = lim
∆x→0

∆x = 0.

�

Ñ�îðìóëèðóåì òåðåìó, êîòîðàÿ äà¼ò íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ äè��åðåíöèðóåìîñòè

â òî÷êå.

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-

åò êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå, òî

ïðèðàùåíèå

∆y = A ·∆x+ α(∆x) ·∆x, A = const, α(∆x) → 0 ïðè ∆x → 0.

Îòñþäà

∆y

∆x
= A+ α(∆x). Âû÷èñëèì ïðåäåë ïðè ∆x → 0

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
(A+ α(∆x)) = A.

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ, ïðåäåë �óíêöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÷èñëà (ïðåäåëà) è

áåñêîíå÷íî ìàëîé �óíêöèè

lim
∆x→0

∆y

∆x
= A.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ðàâíà lim
∆x→0

∆y

∆x
= A. Èç îïðåäåëåíèÿ,

÷òî ïðåäåë �óíêöèè ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ÷èñëà è áåñêîíå÷íî ìàëîé �óíêöèè, ãäå

ãäå ÷èñëî è åñòü ïðåäåë èìååì

f ′(x) + α(∆x) =
∆y

∆x
.

Îòêóäà

f ′(x)∆x+ α(∆x) ·∆x = ∆y èëè A∆xα(∆x) ·∆x = ∆y.

�

Äëÿ äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå



ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ÎÄÍÎÉ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉ 51

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå, òî îíà è íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷-

êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì äè��åðåíöèðóåìóþ �óíêöèþ y = f(x).Ïðèðàùåíèå

äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè ðàâíî

∆y = A ·∆x+ α(∆x) ·∆x, A = const, α(∆x) → 0 ïðè ∆x → 0.

Âû÷èñëèì ïðåäåë ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðè ∆x→ 0. Èìååì

lim
∆x→0

(A ·∆x+ α(∆x) ·∆x) = 0

èëè lim
∆x→0

∆y = 0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì íåïðåðûâíîñòè. �

Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, òî åñòü èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè íå

ñëåäóåò å¼ äè��åðåíöèðóåìîñòü.

Ïðèìåð. Äè��åðåíöèðóåìà ëè �óíêöèÿ f(x) = |x| íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.

�åøåíèå. Ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 0 ó �óíêöèè f(x) = |x| íå ñóùåñòâóåò, à ñëåäîâà-
òåëüíî �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå. �

5.8. Äè��åðåíöèàë �óíêöèè

�àññìîòðèì äè��åðåíöèðóåìóþ â òî÷êå �óíêöèþ y = f(x). Òîãäà, èñïîëüçóÿ îïðå-

äåëåíèå, ìîæíî çàïèñàòü

∆y = A ·∆x+ α(∆x) ·∆x, A = const, α(∆x) → 0 ïðè ∆x → 0.

Äè��åðåíöèàëîì �óíêöèè íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

dy = A ·∆x.

Îïðåäåëèì ñâÿçü äè��åðåíöèàëà ñ ïðèðàùåíèåì �óíêöèè. Èìååì

∆y = A ·∆x+ α(∆x) ·∆x = dy + α(∆x) ·∆x,

òî åñòü äè��åðåíöèàë dy � ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè, à α(∆x) �

áåñêîíå÷íî ìàëàÿ �óíêöèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ÷åì ∆x. Äðóãèìè ñëîâàìè äè��å-

ðåíöèàë �óíêöèè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè íà ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà:

dy = f ′(x) ·∆x. Îáîçíà÷èì ∆x ÷åðåç dx. Òîãäà

dy = f ′(x)dx èëè f ′(x) =
dy

dx
− îáîçíà÷åíèå Ëåéáíèöà.
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5.9. Äè��åðåíöèðîâàíèå ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî

Ïóñòü äàíû äâå äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè u = u(x) è v = v(x). Òîãäà �óíêöèè

ïîëó÷åííûå èç ýòèõ �óíêöèé ñëîæåíèå ,óìíîæåíèå, äåëåíèåì è âû÷èòàíèåì: u(x) ±
v(x), u(x) · v(x), u(x)

v(x)
ïðè óñëîâèè, ÷òî v(x) 6= 0 òîæå äè��åðåíöèðóåìû è ñïðàâåäëèâû

�îðìóëû:

(u(x)± v(x))′ = u′(x)± v′(x);

(u(x) · v(x))′ = u′(x) · v(x) + u(x) · v′(x);
(

u(x)
v(x)

)′
= u′(x)·v(x)−u(x)·v′(x)

v2(x)
, v(x) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïðîèçâåäåíèå. Çà�èêñèðóåì òî÷êó x è ïðèäàäèì åé ïðè-

ðàùåíèå ∆x. �àññìîòðèì ïðèðàùåíèå ∆(u · v) ðàâíîå

∆(u · v) = u(x+∆x)v(x+∆x)− u(x)v(x),

ãäå ∆u = u(x+∆x)− u(x), ∆v = v(x+∆x)− v(x). Òîãäà

∆(u·v) = (u+∆u) (v +∆v)−u·v = u·v+u·∆v+∆u·v+∆u·∆v−u·v = u·∆v+∆u·v+∆u·∆v.

Íàéä¼ì îòíîøåíèå

∆(u · v)
∆x

=
u ·∆v +∆u · v +∆u ·∆v

∆x

è âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
∆x→0

∆(u · v)
∆x

= lim
∆x→0

(

u
∆v

∆x
+ v

∆u

∆x
+∆u

∆v

∆x

)

=

lim
∆x→0

u
∆v

∆x
+ lim

∆x→0
v
∆u

∆x
+ lim

∆x→0
∆u

∆v

∆x
.

Âû÷è÷èñëèì êàæäé èç ïîëó÷åííûõ ïðåäåëîâ. Èìååì:

lim
∆x→0

u
∆v

∆x
= u lim

∆x→0

∆v

∆x
= u · v′,

òàê êàê v(x) � äè��ååðíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ;

lim
∆x→0

v
∆u

∆x
= v lim

∆x→0

∆u

∆x
= v · u′,

òàê êàê u = u(x) � äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ;

lim
∆x→0

∆u
∆v

∆x
= lim

∆x→0
∆u lim

∆x→0

∆v

∆x
= 0.
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Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
∆x→0

∆(u · v)
∆x

= u′ · v + u · v′.

Ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë ëåâîé ÷âàñòè, òî

åñòü

(u · v)′ = u′ · v + u · v′.

�

Çàìå÷àíèå. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âíîñèòü çà çíàê ïðîèçâîäíîé

(C · u)′ = C · u′

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëà ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî êîëè-

÷åñòâà �óíêöèé:

(u1 + u2 + u3 + . . .+ un)
′ = u′1 + u′2 + u′3 + . . .+ u′n,

(u1 · u2 · u3 · . . . · un)′ = u′1 · u2 · u3 · . . . · un + u1 · u′2 · . . . · un + . . .+ u1 · u2 · . . . · u′n.

5.10. Ïðîèçâîäíûå íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé

a) Ïðîèçâîäíàÿ ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèè y = ax a > 0, a 6= 1.

Âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå

∆y = ax+∆x − ax = ax
(
a∆x − 1

)
.

Íàéä¼ì òíîøåíèå

∆y

∆x
= ax · a

∆x − 1

∆x

è âû÷èñëèì

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
ax · a

∆x − 1

∆x
= ax lim

∆x→0

a∆x − 1

∆x
= ax ln a.

Òàêìè îáðàçîì, (ax)′ = ax ln a.

b) Ïðîèçâîäíàÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèè y = ln x, x > 0.

Çà�èêñèðóåì òî÷êó x è ïðèäàäèì åé ïððàùåíèå ∆x òàê, ÷òîáû x+∆x ïðèíàäëå-

æàë îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè. Âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå

∆y = ln(x+∆x)− lnx = ln

(

1 +
∆x

x

)

.
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�àññìîòðèì îòíîøåíèå

∆y

∆x
=

ln
(
1 + ∆x

x

)

∆x

è âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

ln
(
1 + ∆x

x

)

∆x
= lim

∆x→0

∆x
x

∆x
=

1

x
,

ãäå âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè lim
x→0

ln(1+x) ∼ x. Îêîí÷àòåëü-

íî,

(ln x)′ =
1

x
.


) Ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííîé �óíêöèè y = xn, x > 0 è n ∈ IR.

�àññìîòðèì �èêñèðîâàííóþ òî÷êó x è x + ∆x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Íàéä¼ì

ïðèðàùåíèå

∆y = (x+∆x)n − xn = xn
[(

1 +
∆x

x

)n

− 1

]

.

Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

xn
[(
1 + ∆x

x

)n − 1
]

∆x
= xn lim

∆x→0

[(
1 + ∆x

x

)n − 1
]

∆x
=

xn lim
∆x→0

n∆x
x

∆x
= xn lim

∆x→0

n

x
= nxn−1,

ãäå âîñïîëüçîâàëèñü ýêâèâàëåíòíîñòüþ (1 + x)n − 1 ∼ nx, ïðè x → 0. Â èòîãå

ïîëó÷àåì,

(xn)′ = nxn−1.

5.11. Äè��åðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé �óíêöèè

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ u = ϕ(x) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, à �óíêöèÿ y = f(u)

äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå u0 = ϕ(x0), òîãäà ñëîæíàÿ �óíêöèÿ y = f (ϕ(x)) äè��åðåí-

öèðóåìà â òî÷êå x0 è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

(f (ϕ(x)))′ |x=x0 = f ′(u0)ϕ(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî �óíêöèÿ y = f(u) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå u0 =

ϕ(x0) �óíêöèÿ u = ϕ(x) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x = x0.

Çàäàäèì ïðèðàùåíèå ∆x, èç êîòîðîãî ïîëó÷èì ïðèðàùåíèå ∆u è ∆y (êîãäà ∆u 6=
0). Çàïèøåì ∆y = f ′(u0)∆u + α(∆u)∆u, ãäå α(∆u) → 0 ïðè ∆u → 0. Ïîñêîëüêó â
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îáùåì ñëó÷àå α(0) íåîïðåäåëåíî, òî äîîïðåäåëèì å¼ â íóëå, íàïðèìåð, ïóñòü α(0) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, α(∆u) íåïðåðûâíà â íóëå. Âû÷èñëèì

∆y

∆u
= f ′(u0)

∆u

∆x
+ α(∆x)

∆u

∆x
è íàéä¼ì ïðåäåë

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

[

f ′(u0)
∆u

∆x
+ α(∆u)

∆u

∆x

]

= f ′(u0)ϕ
′(x0).

Òàê êàê u(x) � äè��åðåíöèðóåìà, òî

lim
∆x→0

= ϕ′(x0)

è u(x) íåïðåðûâíà, òî lim
x→0

∆u = 0.

Â èòîãå,

(f(ϕ(x)))′ |x=x0 = f ′(uo)ϕ
′(x0).

Èíà÷å ýòî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dy

dx
=
dy

du

du

dx
, èëè y′x = y′u · u′x.

�

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè y = ln |x|, x 6= 0.

�åøåíèå. �àññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

a) Ïóñòü x > 0, òîãäà |x| = x è ln |x| = lnx. Îòêóäà

y′(x) = (ln |x|)′ = (ln x)′ =
1

x
.

b) Ïóñòü x < 0. Â ýòîì ñëó÷àå |x| = −x è ln |x| = ln(−x). Ïðåäñòàâèì â âèäå ñëîæíîé

�óíêöèè

y = ln u, u = −x.
Òîãäà

y′x = y′uu
′
x =

1

u
(−1) =

1

−x(−1) =
1

x
.

Òàêèì îáðàçîì, (ln |x|)′ = 1
x
. �

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëà ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé �óíêöèè ñïðàâåäëèâà íå òîëüêî â ñëó÷àå

äâóõ �óíêöèé, íî è äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà, íàïðèìåð

y = f(u), u = ϕ(z), z = ψ(x),

y = f [ϕ (ψ(x))] .

Òîãäà y′x = y′u · u′x · z′x.
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5.12. Èíâàðèàíòíîñòü �îðìóëû äè��åðåíöèàëà

Ïóñòü çàäàíà äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ y = f(x). �àññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:

a) åñëè u � íåçàâèñèìàÿ ïðåìåííàÿ, òî dy = f ′(u)du, ãäå du = ∆x;

b) åñëè u � íåêòîðàÿ �óíêöèÿ � u = ϕ(x), òî ïîëó÷èì ñëîæíóþ �óíêöèþ y = f (ϕ(x)).

Îòêóäà

dy = (f(ϕ(x)))′x dx = f ′(u)ϕ′(x) = f ′(u)du, ãäå du = ϕ′(x)dx.

Ïðèâåä¼ì îñíîâíûå �îðìóëû äè��åðåíöèðîâàíèÿ:

a) (xn)′ = nxn−1
,

b) (ax)′ = ax ln a,


) (loga x)
′ = 1

x ln a
,

d) (sin x)′ = cosx,

e) (cos x)′ = − sin x,

f) (tg x)′ = 1
cos2 x

,

g) (ctg x)′ = − 1
sin2 x

,

h) (ex)′ = ex,

i) (ln x)′ = 1
x
.

5.13. Ïîíÿòèå îáðàòíîé �óíêöèè

Â òàáëèöå ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé íå ñîäåðæèòñÿ �óíêöèé

y = arcsin x, y = arccosx, y = arctg x, y = arcctg x.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü èõ ïðîèçâîäíûå, íåîáõîäèìî çíàòü êàê âû÷èñëÿþòñÿ ïðî-

èçâîäíûå îáðàòíûõ �óíêöèé.

Îáðàòíàÿ �óíêöèÿ.

Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) çàäàíà íà îòðåçêå [a,b] è çíà÷åíèå å¼ ïðèíàäëåæàò îòðåçêó

[c,d].

xx

y=f(x )

O

y

y

d

a b
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Ïóñòü ëþáîìó ýëåìåíòó èç ìíîæåñòâà çíà÷åíèé [c,d] ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé

ýëåìåíò èç [a,b] òàêîé, ÷òî y = f(x). Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ìîæíî íà îòðåçêå

[c,d] çàäàòü �óíêöèþ ϕ(x) òàêóþ, ÷òî îíà ëþáîìó çíà÷åíèþ y èç [c,d] ñòàâèò åãî ïðîîáðàç

ïðè îòîáðàæåíèè y = f(x) èëè x = ϕ(y). Òàêóþ �óíêöèþ íàçûâàþò îáðàòíîé ê y = f(x).

Òîãäà, åñëè x = ϕ(x) îáðàòíàÿ äëÿ y = f(x), òî è y = f(x) îáðàòíàÿ äëÿ x = ϕ(y), òî

åñòü

ϕ (f(x)) = ϕ(y) = x,

f (ϕ(y)) = f(x) = y

}

âçàèìíî îáðàòíûå.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ �óíêöèé, ïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûì ïðàâèëîì:

� ñ÷èòàþò, ÷òî y = f(x) � ýòî óðàâíåíèå, ðåøàþò êîòîðîå îòíîñèòåëüíî ïåðìåííîé

x;

� åñëè ïîëó÷åííî âûðàæåíèå ϕ(y) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé, òî åñòü äëÿ ëþáîãî y áóäåò

ñóùåñòâîâàòü åäèíñòâåííûé ïðîîáðàç, òîãäà ïîëó÷åííàÿ �óíêöèÿ áóäåò îáðàòíîé.

Ïðèìåð. Íàéäèòå îáðàòíóþ �óíêöèþ ê y = 5x íà [0,1].

�åøåíèå. �åøèì y = 5x îòíîñèòåëüíî x. Îòêóäà x = y

5
íà ïðîìåæóòêå [0,5].

�

Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) èìååò îáðàòíóþ x = ϕ(y), òî èõ ãðà�èê ñèììåòðè÷íû îò-

íîñèòåëüíî áèññåêòðèñû 1-ãî è 2-ãî êîîðäèíàòíûõ óãëîâ. Òîãäà âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé

âîïðîñ: êàêèìè ñâîéñòâàìè äîëæíà îáëàäàòü �óíêöèÿ, ÷òîáû äëÿ íå¼ ñóùåñòâîâàëà

îáðàòíàÿ.

�àññìîòðèì ïîíÿòèÿ âîçðàñòàþùàÿ è óáûâàþùàÿ �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈
[a,b] è x1 < x2 ñïðàâåäëèâî, ÷òî è f(x1) < f(x2). Ôóíêöèÿ áóäåò óáûâàþùåé, åñëè èç

x1 < x2 ñëåäóåò, ÷òî f(x1) > f(x2).

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a,b], à òàêæå íåïðåðûâíà

è âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò íà í¼ì. Òîãäà, åñëè ðàññìîòðåòü îòðåçîê [c,d] = [f(a),f(b)],

òî íà ýòîì îòðåçêå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü �óíêöèþ x = ϕ(y), êîòîðàÿ áóäåò îá-

ðàòíîé ê �óíêöèè y = f(x). Ôóíêöèÿ x = ϕ(y) áóäåò íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [c,d] è

âîçðàñòàòü èëè óáûâàòü íà í¼ì.

Òåîðåìà. (Òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé �óíêöèè) Ïóñòü �óíêöèÿ f(x)

íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò. Êðîìå
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òîãî ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0 îòëè÷íàÿ îò íóëÿ. Òîãäà

äëÿ îáðàòíîé �óíêöèè x = ϕ(y) ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(y) â òî÷êå y0, y = f(x0)

è ýòà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

ϕ′(y0) =
1

f ′(x0)
, èëè x′y =

1

y′x
.

Ïåðåéä¼ì ê âû÷èñëåíèþ ïåðâîîáðàçíûõ �óíêöèé

a) y = arcsin x, x ∈ [−1,1]. Ôóíêöèÿ y = arcsin x îáðàòíàÿ ê x = sin y, y ∈ [−π
2
,π
2
].

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ x′y = (sin y)′ = cos y. �àññìîòðèì íà èíòåðâàëå

(
−π

2
,π
2

)

�óíêöèþ cos y > 0. Îòêóäà

y′x =
1

x′y
=

1

cos y
=

1
√

1− sin2 y
=

1√
1− x2

.

Òàêèì îáðàçîì,

(arcsin x)′ =
1√

1− x2
, − 1 < x < 1.

b) y = arctg x, x ∈ (−∞,∞). Îáðàòíàÿ ê y = arctg x åñòü x = tg y, ãäå y ∈
(
−π

2
,π
2

)
.

Òîãäà

y′x =
1

x′y
, x′y = (tg y)′ =

1

cos2 y
,

y′x =
1
1

cos2 y

=
1

1 + tg2 y
=

1

1 + x2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(arctg x)′ =
1

1 + x2
, x ∈ (−∞,∞).


) y = arccosx. Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì arccosx+ arcsin x = π
2
. Îòêóäà

y′ =
(π

2
− arcsin x

)′
= − (arcsin x)′ = − 1√

1− x2
, |x| < 1.

d) y = arcctg x. Âîñïîëüçóåììñÿ ñîîòíîøåíèåì arcctg x+ arctg x = π
2
. Òfêèì îáðàçîì,

y′ =
(π

2
− arctg x

)

= − (arctg x)′ = − 1

1 + x2
, x ∈ IR.
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5.14. Ëîãàðè�ìè÷åñêîå äè��åðåíöèðîâàíèå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ y = f(x) > 0 è íóæíî âû÷èñëèòü å¼ ïðîèçâîäíóþ.

Âîçüì¼ì ëîãàðè�ì îò ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè

ln y = ln f(x) = ϕ(x), ϕ(x) = ln y.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ϕ′(x) = (ln y)′ ïî ïåðåìåííîé x

ϕ′(x) =
y′

y
, y′ = ϕ′(x)y,

÷òî äà¼ò y = y (ln f(x))′.

Äëÿ ïðèìåðà, âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïîêàçàòåëüíî � ñòåïåííîé �óíêöèè,

y = (u(x))v(x) , u(x) > 0,

ãäå u(x) è v(x) äè��åðåíöèðóåìû. Ïðîëîãàðè�ìèðóåì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè

ln y = ln (u(x))v(x) = v(x) ln u(x)

è âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

(ln y)′ = (v(x) lnu(x))′ .

Îòêóäà

y′

y
= v′(x) ln u(x) + v(x)

u′(x)

u(x)
è îêîí÷àòåëüíî

y′ = (u(x))v(x)
(

v′(x) ln u(x) + v(x)
u′(x)

u(x)

)

.

5.15. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a,b) è äè��åðåíöè-

ðóåìà íà í¼ì, òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ y′ = f(x), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà ýòîì æå

èíòåðâàëå è ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò x. Äëÿ ïîëó÷åííîé �óíêöèè òàêæå ìîæíî ñòàâèòü

âîïðîñ î äè��åðåíöèðîâàíèè, òîãäà ñóùåñòâóåò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

y′′ = f ′′(x) = (f ′(x))
′
.

Òàê ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíóþ n-ãî ïîðÿäêà

f (n)(x) =
(
f (n−1)(x)

)′
.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå n-þ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè y = ekx, k = const.
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�åøåíèå. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà

y′ =
(
ekx
)′
= kekx, y′′ =

(
kekx

)′
= k2ekx.

Ïóñòü y(n−1) = kn−1ekx è âîçüì¼ì îò íå¼ ïðîèçâîäíóþ

y(n) = (y(n−1))′ =
(
kn−1ekx

)′
= kn−1

(
ekx
)′
= kn−1kekx = knekx.

�

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå n-þ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè y = sin x.

�åøåíèå. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà

y′ = cosx = sin
(

x+
π

2

)

, y′′ = (cosx)′ = − sin x = sin x(x+ π) = sin
(

x+ 2
π

2

)

.

Ïóñòü y(n−1) = sin
(
x+ (n− 1)π

2

)
è âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

y(n) =
(
y(n−1)

)
=
(

sin
(

x+ (n− 1)
π

2

))′
= cos

(

x+ (n− 1)
π

2

)

=

= sin
(

x+ (n− 1)
π

2
+
π

2

)

= sin
(

x+ n
π

2

)

.

Â èòîãå,

(sin x)(n) = sin
(

x+ n
π

2

)

è (cosx)(n) = cos
(

x+ n
π

2

)

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cn(a,b) ìíîæåñòâî �óíêöèé, êîòîðûå íåïðåðûâíû ìåñòå ñî ñâîèìè

ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî íà èíòåðâàëå (a,b), òî åñòü

Cn(a,b) = {f(x), x ∈ (a,b) : ∀x ∈ (a,b) ∃f (n)(x) ∈ C(a,b)}.

Îáîçíà÷èì, àíàëîãè÷íî, ÷åðåç C∞(a,b) ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ

�óíêöèé. Ïðèìåðàì òàêèõ �óíêöèé áóäóò:

y = ex, y = sin x, y = cosx.

Âñå îíè ïðèíàäëåæàò C∞(−∞,∞).
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5.16. Äè��åðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïîíÿòèå äè��åðåíöèàëà òåñíî ñâÿçàíî ñ ïðîèçâîäíîé. Òàêèì îáðàçîì, äè��åðåí-

öèàë n-ãî ïîðÿêà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî �îðìóëå

dny = d
(
dn−1y

)
.

Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ y = f(x). Íàéä¼ì, íàïðèìåð, äè��åðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà:

d2y = d (dy) = d (f ′(x)dx) = d (f ′(x)) dx.

Îòêóäà óæå d (f ′(x)) = (f ′(x))′ dx = f ′′(x)dx. È îêîí÷àòåëüíî

d2y = f ′′(x)dx2, (dx)2 = dx2.

Äëÿ n-ìåðíîãî ñëó÷àÿ

dny = f ′′(x)dx2, f (n) =
dny

dxn
ëåòíèå, f (x) =

dny

dxn
, ãäå dxn = (dx)n .

5.17. Äè��åðåíöèðîâàíèå �óíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

Ïóñòü íà îòðåçêå [α,β] çàäàíû íåïðåðûâíûå �óíêöèè ϕ(t), ϕ(t) ∈ C[α,β]. Åñëè ñ÷è-

òàòü, ÷òî t � ýòî âðåìÿ, òî �óíêöèè ϕ(t) è ψ(t)

{

x = ϕ(t),

y = ψ(t), α ≤ t ≤ β

çàäàþò êîîðäèíàòû òî÷êè x è y íåêîòîðîé òî÷êè M , òî åñòü çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè M .

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâà òî÷åê {M(x,y) : x = ϕ(t), y = ψ(t)} íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé
êðèâîé.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî, çàäàííîå êàê

{

x = r cos t,

y = r sin t, 0 ≤ t < 2π.

Èìååì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, òàê êàê x2 + y2 = r2.

Ïóñòü êðèâàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì

{

x = ϕ(t),

y = ψ(t), α ≤ t ≤ β,
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ãäå ϕ(t) è ψ(t) � äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè íà [α,β]. Ïîñêîëüêó y = ψ(t), à x = ϕ(t),

òî t = g(x) �óíêöèÿ îáðàòíàÿ ê ϕ(t). Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëîæíóþ �óíêöèþ

y = ψ(t) = ψ (g(x)) .

Òàê êàê ψ(t) è ϕ(t) ïî óñëîâèþ äè��åðåíöèðóåìûå, òî ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå ϕ′(t)

è ψ′(t). Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé è îáðàòíîé �óíêöèè

g′(x). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé �óíêöèè, òî åñòü

y′x = y′t · t′x =
y′t
x′t
, òàê êàê t′x = g′(x) =

1

ϕ′(t)
=

1

x′t
.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì

y′x =
y′t
x′t

èëè

dy

dx
=
ψ(t)

ϕ(t)
, ϕ′(t) 6= 0.

Ïî äðóãîìó ýòó �îðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

dy

dx
=

dy

dt
dx
dt

=
ψ′(t)

ϕ′(t)
, ϕ′(t) 6= 0.

Âû÷èñëèì n-þ ïðîèçâîäíóþ îò �óíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè. Ïóñòü ñóùå-

ñòâóþò n-å ïðîèçâîäíûå ϕ(n)(t) è ψ(n)(t). Òîãäà áóäåò ñóùåñòâîâàòü n-àÿ ïðîèçâîäíàÿ îò

�óíêöèè g = ψ (g(x)) ïî ïåðåìåííîé x. Íàïðèìåð, äëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

d2y

dx2
=

d

dx
(
dy

dx

) .

Çäåñü âîñïîëüçîâàëèñü ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé �óíêöèè, òî åñòü

dy

dx
=
dy

du

du

dx
.

Îòêóäà

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)

=
d

dt

(
ψ′(t)

ϕ′(t)

)
dt

dx
=
ψ′′(t)ϕ′(t)− ψ′(t)ϕ′′(t)

(ϕ′(t))2
1

ϕ′(t)
=
ψ′′(t)ϕ′(t)− ψ′(t)ϕ′′(t)

(ϕ′(t))3
.

Èíà÷å ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå

y′′xx =
(y′x)

′
t

x′t

è äëÿ n-îé ïðîèçâîäíîé áóäåò èìåòü âèä

y(n)x =

(

y
(n−1)
x

)′

t

x′t
.
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5.18. Äè��åðåíöèàëüíûå òåîðåìû î ñðåäíåì

Òåîðåìà. (Òåîðåìà �îëëÿ.) Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a,b] è äè��åðåí-

öèðóåìà õîòÿáû íà èíòåðâàëå (a,b) è çíà÷åíèÿ �óíêöèè íà êîíöàõ îòðåçêà ñîâïàäàþò

f(a) = f(b). Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ (a,b), ÷òî f ′(ξ) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ f(x) íåïðåðûâíà íà [a,b]. Òîãäà ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà

îíà äîñòèãàåò íà [a,b] ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ: η ∈ [a,b] è ξ ∈
[a,b], ÷òî f(η) = min

[a,b]
f(x) = m è f(ξ) = max

[a,b]
f(x) =M . Îòêóäà ïîëó÷àåì

m ≤ f(x) ≤M.

�àññìîòðèì íåñêîëüêî ñèòóàöèé:

a) åñëè m =M , òî f(x) = const è f ′(x) = 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè èç (a,b);

b) åñëè m 6=M , òî âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê η è ξ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî η = a, à ξ = b, íî òîãäà f(a) 6= f(b).

Ïóñòü, íàïðèìåð, ξ íàõîäèòñÿ âíóòðè èíòåðâàëà (a,b) è f(ξ) = M . Âû÷èñëèì f ′(ξ).

Ïî îïðåäåëåíèþ ∆x > 0 è

lim
∆x→0

f(ξ −∆x)− f(ξ)

−∆x
= f ′(ξ) = lim

∆x→0

f(ξ +∆x)− f(ξ)

∆x
.

Îöåíèì f(ξ −∆x), f(ξ), f(ξ +∆x). Èìååì

f(ξ) =M = max
[a,b]

f(x), f(ξ −∆x) ≤ f(ξ) ≥ f(ξ +∆x).

Îòêóäà ïîëó÷àåì,

f(ξ −∆x)− f(ξ) ≤ 0, f(ξ +∆x)− f(ξ) ≤ 0.

Òîãäà

0 ≤ lim
∆x→0

f(ξ −∆x)− f(ξ)

−∆x
= f ′(ξ) = lim

∆x→0

f(ξ +∆x)− f(ξ)

∆x
≤ 0,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f ′(ξ) = 0. �

Òåîðåìà. (Òåîðåìà Ëàãðàíæà) Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a,b] è äè�-

�åðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå (a,b) �óíêöèÿ. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ (a,b),

÷òî

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì �óíêöèþ ñëåäóþùåãî âèäà

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ F (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû �îëëÿ. Äåé-

ñòâèòåëüíî,

a) F (x) ∈ C[a,b], òàê êàê f(x) è (x− a) íåïðåðûâíû íà [a,b];

b) F (x) äè��åðåíöèðóåìà íà (a,b), ïîñêîëüêó

F ′(x) =

(

f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

)′
= f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
;


) F (a) = F (b).

Ïîýòîìó ïî òåîðåìå �îëëÿ ïîëó÷àåì, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà ξ, â êîòîðîé F ′(ξ) = 0.

Îòêóäà

F ′(ξ) = f ′(ξ)− f(b)− f(a)

b− a
= 0

è

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

�

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû Ëàãðàíæà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå òî÷êè

c1 è c1, â êîòîðûõ êàñàòåëüíûå áóäóò ïàðàëëåëüíû õîðäå AB:

f ′(ξ) = k = tgα =
f(b)− f(a)

b− a
.

xx

y=f(x )

O

y

a b

C1

C2

f(a)

f(b)

x
1

x
2

Èç òåîðåìû Ëàãàðàíæà ñëåäóåò �îðìóëà Ëàãðàíæà

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a), a < ξ < b.
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Òàê êàê òî÷êà ξ âíóòðåííÿÿ äëÿ (a,b), òî å¼ ìîæíî îïèñàòü óðàâíåíèåì

ξ = a + t(b− a), 0 < t < 1.

Òîãäà

f(b)− f(a) = f ′ (a + t(b− a)) (b− a).

Åñëè çà�èêñèðîâàòü ïåðåìåííóþ x è ïðèäàòü åé ïðèðàùåíèå ∆x, îáîçíà÷èâ a = x, à

b = x+∆x, òî ïîëó÷èì �îðìóëó, íàçûâàåìóþ �îðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

∆f(x) = f(x+∆x) = f(x) = f ′(x+ t ·∆x)∆x.

Òåîðåìà. (Òåîðåìà Êîøè) Ïóñòü �óíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû íà [a,b] è äè�-

�åðåíöèðóåìû íà (a,b) è g′(x) 6= 0. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ (a,b), ÷òî

f ′(ξ)

g(ξ)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
− �îðìóëà Êîøè.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àçîáü¼ì äîêàçàòåëüñòâî íà äâà ýòàïà.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(b)−g(a) = 0. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî g(x) äîâëåòâîðÿåò òåîðåìå

�îëëÿ. Òîãäà ñóùòñâóåò òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ (a,b), ÷òî g′(ξ) = 0. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

g′(x) 6= 0 äëÿ âñåõ òî÷åê èç (a,b). Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî g(b) − g(a) 6= 0 äëÿ âñåõ

òî÷åê èç (a,b);

2. �àññìîòðèì �óíêöèþ

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(a)).

Ýòî âûðàæåíèå èìååò ñìûñë, òàê êàê g(b) − g(a) 6= 0. Âûáðàííàÿ �óíêöèÿ F (x)

óäîâëåòîâðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû �îëëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ

òî÷êà ξ ∈ (a,b), â êîòîðîé F ′(ξ) = 0. Îòêóäà íåðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

f ′(ξ)

g′(ξ)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

�

Çàìå÷àíèå. Èç òåîåðìû Êîøè ñëåäóåò òåîðåìà Ëàãðàíæà, åñëè ïîëîæèòü, ÷òî

g(x) = x è èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ñëåäóåò òåîðåìà �îëëÿ, åñëè ïîëîæèòü, ÷òî f(b) =

f(a).
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5.19. Ôîðìóëà Òåéëîðà

Âûâåäåì �îðìóëó Òåéëîðà, êîãäà �óíêöèÿ çàïèñàíà â âèäå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n:

P (x) = b0 + b1x+ . . . bnx
n.

Ýòîò æå ìíîãî÷ëåí ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòåïåíåé (x− a)n. Ïóñòü x = a+ t. Òîãäà

P (a+ t) = b0 + b1(a + t) + b2(a+ t)2 + . . .+ bn(a+ t)n.

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå. Èìååì

P (a+ t) = A0 + A1t+ . . .+ Ant
n.

Ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó t = x− a. Òîãäà

P (x) = A0 + A1(x− a) + A2(x− a)2 + . . .+ An(x− a)n.

Íàéä¼ì íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû: A0, A1, A2, . . ., An. Ïðîäè��åðåíöèðóåì �óíêöèþ

P (x):

P ′(x) = A1 + 2 · A2(x− a) + . . .+ n ·An(x− a)n−1,

P ′′(x) = 2·1·A2+3·2·A3(x−a)+. . . n·(n−1)·An(x−a)n−2, . . . , P (n)(x) = n·(n−1)·. . .·2·1·An.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé â òî÷êå x = a:

P (a) = A0, P ′(a) = A1, . . . , P (n) = n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 · An.

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

A0 = P (a), A1 =
P ′(a)

1!
, . . . , An =

P (n)(a)

n!
.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â P (x), áóäåì èìåòü

P (x) = P (a) +
P ′(a)

1!
(x− a) +

P ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .+

P (n)(a)

n!
(x− a)n

�îðìóëó Òåéëîðà.

Åñëè â �îðìóëå Òåéëîðà ïîëîæèòü a = 0, òî ïîëó÷àåì �îðìóëó Ìàêëîðåíà

P (x) = P (0) +
P ′(0)

1!
x+

P ′′(0)

2!
x2 + . . .+

P (n)(0)

n!
xn

Ïðèìåð. �àçëîæèòå ìíîãî÷ëåí

P (x) = x2 − 3x+ 2

ïî ñòåïåíÿì: à) x, á) (x− 1).
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�åøåíèå. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå îò P (x) äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî:

P (x) = x2 − 3x+ 2, P ′(x) = 2x− 3, P ′′(x) = 2.

Íàéä¼ì çíà÷åíèÿ ïîëó÷åííûõ �óíêöèé â òî÷êàõ x = 0 è x = 1 ñîîòâåòñòâåííî. Èìååì:

P (0) = −2, P ′(0) = −3, P ′′(0) = 2,

P (1) = 0, P ′(1) = −1, P ′′(1) = 2.

Îòêóäà ïîëó÷àåì:

x : P (x) = 2− 3

1!
x+

2

2!
x2 = 2− 3x+ x2,

x−1 : P (x) = 0−1·(x−1)+
2

2!
(x−1)2 = −x+1+(x2−2x+1) = −x+1+x2−2x+1 = 2−3x+x2.

�

�àññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ êàêèì ëèáî ìíîãî÷ëåíîì ñòå-

ïåíè n. Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåë¼ííàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è èçâåñòíî,

÷òî îíà èìååò ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî â ýòîé æå îêðåñòíîñòè

f ′(x), f ′′(x), . . . , f (n)(x).

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé è ñàìîé �óíêöèè â òî÷êå x = a:

f(a), f ′(a), f ′′(a), . . . , f (n)(a).

Çàäàäèì �óíêöèþ

Qn−1(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .+

f (n−1)(a)

(n− 1)!
(x− a)n−1,

êîòîðóþ íàçîâ¼ì ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà äëÿ y = f(x). Åñëè �óíêöèÿ f(x) = Pn−1(x), òî

îíà áóäåò ðàâíà ìíîãî÷ëåíó Òåéëîðà f(x) = Qn−1(x).

Åñëè f(x) 6= Pn−1(x), òî ïðåäñòàâèì å¼ â âèäå

f(x) = Qn−1(x) +Rn(x),

ãäå Qn−1(x) � ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà, Rn(x) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå f(x) =

Qn−1(x)+Rn(x) íàçûâàþò �îðìóëîé Òåéëîðà �óíêöèè f(x), à Rn(x) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí

çàäàííîé �óíêöèè.

Îïðåäåëèì îñòàòî÷íûé ÷ëåí Rn(x). Ïóñòü äàíà �óíêöèÿ îïðåäåë¼ííàÿ è èìåþùàÿ

ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà (n−1) âêëþ÷èòåëüíî íà îòðåçêå [a,b] è íà (a,b) ñóùåñòâóåò n-àÿ

ïðîèçâîäíàÿ. Òîãäà ìîæíî çàäàòü �îðìóëó Òåéëîðà

f(x) = Qn−1(x) +Rn(x).
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�àññìîòðèì çíà÷åíèå �óíêöèè â òî÷êå b,

f(b) = Qn−1(b) +Rn,

f(b) = f(a) +
f ′(a)

1!
(b− a) + . . .+

f (n1)(a)

(n− 1)!
(b− a)n−1 +Rn.

Áóäåì èñêàòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí â âèäå

Rn =M(b− a)n.

Íàéä¼ì M . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì �óíêöèþ

ϕ(x) = f(b)−
(

f(x) +
f ′(x)

1!
(b− x) + . . .+

f (n1)(x)

(n− 1)!
(b− x)n−1 +M(b − x)n

)

.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

ϕ′(x) = −
(

f ′(x)− f ′(x)

1!
+
f ′′(x)

1!
(b− x)− f ′′(x)

2!
2(b− x) + . . .

+
f (n−1)(x)

(n− 1)!
(n− 1)(b− x)n−2 +

f (n)(x)

(n− 1)!

(
(b− x)n−1 −Mn(b − x)n−1

)
)

èëè ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ

ϕ′(x) = − f (n)(x)

(n− 1)!
(b− x)n−1 +Mn(b − x)n−1.

Åñëè ϕ′(x) íà (a,b) ðàâíà íóëþ, òî ìîæíî íàéòè M .

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿ òåîðåìû �îëëÿ, òî

íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ ∈ (a,b) òàêàÿ, ÷òî ϕ′(ξ) = 0. Îòêóäà ïîëó÷àåì

ϕ′(ξ) = −(b− ξ)n−1

(
f (n)(ξ)

(n− 1)!
−Mn

)

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî

M =
f (n)(ξ)

n!
,

òàê êàê a < ξ < b. Òàêèì îáðàçîì,

Rn =
f (n)(ξ)

n!
(b− a)n

è

f(b) = f(a) +
f ′(a)

1!
(b− a) +

f ′′(a)

2!
(b− a)2 + . . .+

f (n−1)(a)

(n− 1)!
(b− a)n−1 +

f (n)(ξ)

n!
(b− a)n,
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Rn = f(n)(ξ)
n!

(b− a)n � îñòàòî÷íûé ÷ëåí â �îðìå Ëàãðàíæà

Ïðè n = 1 èç �îðìóëû Òåéëîðà ñëåäóåò �îðìóëà Ëàãðàíæà, ïîñêîëüêó

f(b) = f(a) +
f ′(ξ)

1!
(b− a), a < ξ < b

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê x, x0 ∈ [a,b] ìîæíî çàïèñàòü

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n−1)(x0)

(n− 1)!
(x− x0)

n−1 +Rn(x).

Çäåñü

Rn(x) =
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n, ξ ∈ [x0,x].

Ïî äðóãîìó îñòàòî÷íûé ÷ëåí ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå äëÿ 0 < θ < 1, òàê êàê

ξ ∈ [x0,x], òî òî÷êó ξ ìîæíî îïèñàòü

Rn(x) =
f (n)(x0 + θ(x− x0))

n!
(x− x0)

n.

Ïóñòü x0 = 0, òî

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + . . .+

f (n−1)(0)

(n− 1)!
xn−1 +Rn(x),

Rn(x) =
f (n−1)(θx)

n!
xn, 0 < θ < 1.

Ìû ïîëó÷èëè �îðìóëó Ìàêëîðåíà.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè, íàéäèòå ïðîèçâîä-

íûå ñëåäóþùèõ �óíêöèé

(a) y = sin3 x,

(b) y = ln tg x.

(
) y = 5cos x,

(d) y = ln sin(x3 + 1),

(e) y = arcsin
√
1− x2,

(f) y = ln5(tg 3x),

(g) y = sin2
√

1
1−x

,

(h) y = arccos
√
x,

(i) y = arctg(lnx) + ln(arctg x),

(j) y =
√

x+
√

x+
√
x.

2. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå n-ãî îò ñëåäóþùèõ �óíêöèé

(a) y = ln x,

(b) y = sin x,

(
) y = ekx,

(d) y = sin x cosx.

3. Íàéäèòå óêàçàííûå ïðîèçâîäíûå

(a) y = 2x3 + 3x5 + x, íàéäèòå x′y;

(b) y = 3x− cos x
2
, íàéäèòå x′y;

(
) y = x+ ex, íàéäèòå x′y.

4. Äëÿ ñëåäóþùèõ �óíêöèé, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè, íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ïåð-

âîãî ïîðÿäêà îò y ïî x

(a)

{

x = a cos3 t,

y = b sin3 t;

(b)

{

x = t3 + 3t+ 1,

y = t2 − 3t+ 1;

(
)

{

x = a(cos t + t sin t),

y = a(sin t− t cos t);

(d)

{

x = et cos t,

y = et sin t.
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5. Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, íàéäèòå ïðåäåë �óíêöèé

(a) lim
x→0

ex−e−x−2x
x−sinx

,

(b) lim
x→−1

3√1+2x+1√
2+x+x

,

(
) lim
x→0

ln(1+x2)
cos 3x−e−x ,

(d) lim
x→0

sin 3x2

ln cos(2x2−x)
,

(e) lim
x→∞

e
1
x2 −1

2 arctg x2−π
,

(f) lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x−1

)
,

(g) lim
x→0

(
ctg x− 1

x

)
,

(h) lim
x→0

(
1
x
− 1

ex−1

)
,

(i) lim
x→0

xn ln x (n > 0),

(j) lim
x→0

(
ln(1 + sin2 x) ctg ln2(1 + x)

)
,

(k) lim
x→+0

(
1
x

)sinx
,

(l) lim
x→2

ln(x2−3)
x2+3x−10

,

(m) lim
x→1

alnx−x
lnx

,

(n) lim
x→0

tg x−x

x−sinx
,

(o) lim
x→1

1−4 sin2 πx
6

1−x2 ,

(p) lim
x→a

arcsin x−a
a

ctg(x− a),
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6. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ÎÄÍÎÉ

ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉ

6.1. Ïðèçíàêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ �óíêöèè

Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) çàäàíà íà îòðåçêå [a,b] è íà ýòîì îòðåçêå òî÷êè x1, x2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x1 < x2, òî âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîâî ñîîòíîøåíèå ìåæäó f(x1) è

f(x2)? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ óêàçûâàåò ïîâåäåíèå �óíêöèè. Â òîì ñëó÷àå, åñëè x1 < x2
è f(x1) ≤ f(x2) � �óíêöèÿ íåóáûâàþùàÿ íà îòðåçêå [a,b]; åñëè x1 < x2, à f(x1) <

f(x2) � âîçðàñòàþùàÿ; åñëè f(x1) ≥ f(x2) � íåâîçðàñòàþùàÿ, åñëè f(x1) > f(x2) �

óáûâàþùàÿ. Çíàÿ, ÷òî òàêîå íåâîçðàñòàþùàÿ è íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ ìîæíî ââåñòè

ïîíÿòèå ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ � ýòî �óíêöèÿ ëèáî óáûâàþùàÿ, ëèáî âîçðàñ-

òàþùàÿ.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a,b] è äè��åðåíöèðóåìà íà èíòåð-

âàëå (a,b). Òîãäà �óíêöèÿ y = f(x) íåóáûâàþùàÿ íà îòðåçêå òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà f ′(x) ≥ 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè (a,b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f(x) íåóáûâàþùàÿ, äîêàæåì, ÷òî f ′(x) ≥ 0

íà (a,b). �àññìîòðèì ãðà�èê y = f(x). Âîçüì¼ì òî÷êè x, x + ∆x èç (a,b). �àññìîòðèì

çíà÷åíèÿ �óíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ: f(x), f(x+∆x). Åñëè ∆x > 0, òî x < x+∆x, ñðàâíèì

f(x) è f(x+∆x). Òàê êàê f(x) íåóáûâàþùàÿ, òî f(x) ≤ f(x+∆x) èëè f(x+∆x)−f(x) ≥ 0.

Åñëè −∆x < 0, òî x−∆x < x è f(x−∆x)− f(x) ≥ 0. �àññìîòðèì ñîîòíîøåíèå

f(x+∆x)− f(x)

∆x
≥ 0.

Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
≥ 0,

à ýòî è åñòü ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè y = f(x) â ëþáîé òî÷êå (a,b).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f ′(x) ≥ 0 ïðè x ∈ (a,b). Äîêàæåì, ÷òî f(x) íåóáûâàþùàÿ íà

[a,b]. Âîçüì¼ì äâå òî÷êè x1, x2 ∈ [a,b] è x1 < x2. Ñðàâíèì ñ íóë¼ì ðàçíîñòü f(x2)−f(x1).
Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1)

äëÿ x1 < ξ < x2. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî x2 − x1 > 0 è f ′(ξ) ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì,

f(x2)− f(x1) ≥ 0.
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�

Àíàëîãè÷íóþ òåîðåìà ñóùåñòâóåò è äëÿ íåâîçðàñòàþùåé �óíêöèè.

Òåîðåìà. Ïóñòü y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a,b] è äè��åðåíöèðóåìà íà (a,b).

Òîãäà f(x) íåâîçðàñòàþùàÿ íà [a,b] �óíêöèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′(x) ≤ 0 äëÿ

ëþáîé òî÷êè (a,b).

Èç òåîðåì ñëåäóåò, ÷òî èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè ñîâïàäàþò ñ èíòåðâàëàìè çíàêîïî-

ñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé îò çàäàííîé �óíêöèè.

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàþùàÿ íà [a,b], åñëè f ′(x) > 0 ïðè ëþáîì x ∈ (a,b) è

f(x) óáûâàþùàÿ íà [a,b], åñëè f ′(x) < 0 ïðè ëþáîì x ∈ (a,b).

6.2. Ýêñòðåìóì �óíêöèè

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) çàäàíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, åñëè ìîæíî

íàéòè òàêîå δ > 0, ÷òî êàê òîëüêî àðãóìåíò íàõîäèòñÿ â δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè

x0, òî ∆f = f(x)− f(x0) ≤ 0.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, åñëè

∃δ > 0 : ∀x |x− x0| < δ, ∆f = f(x)− f(x0) ≥ 0.

Ëîêàëüíûé ìàêñèìóì è ëîêàëüíûé ìèíèìóì îïðåäåëÿþò ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû

�óíêöèè y = f(x).

Òåîðåìà. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà) Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) â òî÷êå x0
èìååò ýêñòðåìóì, òî f ′(x0) = 0 èëè íå ñóùåñòâóåò: f ′(x0) = ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ′(x0) 6= 0. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè f ′(x0) > 0. Îò-

êóäà ñëåäóåò, ÷òî f(x) âîçðàñòàåò â òî÷êå x0, òî åñòü ñóùåñòâóåò δ-îêðåñòíîñòü, δ > 0

(x0 − δ,x0) è f(x) < f(x0), à äëÿ x ∈ (x0,x0 + δ), f(x) > f(x0). Ïîýòîìó

f(x0) 6=
{

max f(x) íà (x0 − δ,x0 + δ),

min f(x) íà (x0 − δ, x0 + δ),

)

è x0 íå ÿâëÿåòñÿ íè òî÷êîé ìàêñèìóìà, íå òî÷êîé ìèíèìóìà. �

Òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùåñòâóåò íàçûâàþòñÿ êðèòè÷å-

ñêèìè.
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Òåîðåìà. (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà �óíêöèè) Ïóñòü

�óíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ äàííîé �óíêöèè.

Åñëè â îêðåñòíîñòè (x0 − δ,x0) f
′(x) > 0, à â îêðåñòíîñòè (x0,x0 + δ) f ′(x) < 0, òî

f(x0) åñòü ìàêñèìóì �óíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì òàáëèöó

f ′(x) (x0 − δ,x0) (x0,x0 + δ)

f(x) âîçðàñòàåò íà [x0 − δ,x0] óáûâàåò íà [x0,x0 + δ]

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå x0 åñòü ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. �

Âåðíà è àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè.

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è f
′(x0) = 0. Åñëè â (x0 −

δ,x0) f
′(x) < 0, à â îêðåñòíîñòè (x0,x0+δ) f

′(x) > 0, òî f(x0) åñòü ìèíèìóì �óíêöèè.

6.3. Èññëåäîâàíèå �óíêöèé íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì

ïðè ïîìîùè âòîðîé ïðîèçâîäíîé

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è f ′(x0) = 0, à çíà÷åíèå

f ′′(x0) 6= 0. Åñëè f ′′(x0) < 0, òî f(x0) åñòü ìàêñèìóì �óíêöèè, à åñëè f ′′(x0) > 0, òî

f(x0) � ìèíèìóì �óíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ′(x0) = 0, òî x0 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà �óíêöèè. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî f ′′(x0) < 0. Òîãäà f ′(x0) óáûâàåò â òî÷êå x0, à ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè (x0 − δ,x0)

f ′(x) > f ′(x0) = 0 è â (x0.x0 + δ) f ′(x < f ′(x0). Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà x0 � òî÷êà

ìàêñèìóìà �óíêöèè y = f(x). �

6.4. Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íåïðåðûâíîé �óíêöèè

íà îòðåçêå

Ïóñòü íà îòðåçêå [a,b] çàäàíà �óíêöèÿ y = f(x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç:

m = min
x∈[a,b]

f(x) � íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè íà îòðåçêå;

M = max
x∈[a,b]

f(x) � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè íà îòðåçêå.

Åñëè �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, òî îíà äîñòèãàåò íà ýòîì îòðåçêå ñâîåãî íàè-

áîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé, òî åñòü ñóùåñòâóþò òî÷êè x0,x1 ∈ [a,b] òàêèå, ÷òî

m = f(x1) è M = f(x0).

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà �óíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ:

max
x∈[a,b]

f(x) =M = f(x0), x0 ∈ [a,b].
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Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà x0 ìîæåò áûòü ëèáî êðàéíåé, òî åñòü x0 = a èëè x0 = b, ëèáî

íàõîäèòñÿ âíóòðè èíòåðâàëà a < x0 < b. Â êðàéíèõ òî÷êàõ f(x0) = f(a) èëè f(x0) = b,

à åñëè x0 ∈ (a,b), òî x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè

1. Íàéòè âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà (a,b).

2. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ è íà êîíöàõ îòðåçêà f(a), f(b).

3. Ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ

m = min{f(x1),f(x2), . . . ,f(a),f(b)},

M = max{f(x1),f(x2), . . . ,f(a),f(b)}.

6.5. Íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè è òî÷êè ïåðåãèáà êðèâîé

Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ y = f(x). Ïðîâåä¼ì â òî÷êåM0(x0,y0) êàñàòåëüíóþ ê ãðà�èêó.

Ýòî îçíà÷àåò ,÷òî â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0).

x0 x

y

O x0+dx0 d
_

x(x ,f(   ))000M

Â òîì ñëó÷àå âûïóêëîñòü �óíêöèè íàïðàâëåíà âíèç, åñëè â δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈
(x0 − δ,x0 + δ) êðèâàÿ íàõîäèòñÿ âûøå êàñàòåëüíîé

f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0) ∀x ∈ (x0 − δ,x0) ∪ (x0,x0 + δ).

Îïðåäåëèì âûïóêëîñòü ââåðõ

f(x) < f(x0) + f ′(x0)(x− x0) ∀x ∈ (x−δ,x0) ∪ (x0,x0 + δ).

�àññìîòðèì ïîíÿòèå âûïóêëîñòè íà èíòåðâàëå. Â ýòîì ñëó÷àå ãðà�èê �óíêöèè ëåæèò

íå âûøå èëè íå íèæå ëþáîé ñâîåé êàñàòåëüíîé ïðîâåä¼ííîé â òî÷êå èíòåðâàëà.
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Îïðåäåëåíèå. Òî÷êó íàçûâàþò òî÷êîé ïåðåãèáà êðèâîé y = f(x), åñëè íàéä¼òñÿ

òàêàÿ δ-îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, ÷òî âûïóêëîñòü ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç

ýòó òî÷êó.

Äàäèì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ïåðåãèáà. Ïóñòü

�óíêöèÿ, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, âûïóêëà âíèç. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(x,y) ïðîèçâîëüíóþ

òî÷êó, à ÷åðåç Y � çíà÷åíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå x. Â ýòîì ñëó÷àå y > Y èëè y− Y > 0.

Åñëè �óíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ, òî y < Y èëè y − Y < 0.

Íàéä¼ì ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ çíàêà âûðàæåíèÿ y−Y . Çàïèøåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé

Y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0). Òîãäà

y − Y = f(x)− (f(x0) + f ′(x0)(x− x0)) .

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå. Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ âòî-

ðóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0. �àçëîæèì f(x) ïî �îðìóëå Òåéëîðà

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0 + t(x− x0))

2!
(x− x0)

2, 0 < t < 1.

Ñëåäîâàòåëüíî

y − Y =
f ′′(x0 + t(x− x0))

2
(x− x0)

2,

òî åñòü âñ¼ çàâèñèò îò çíàêà âòîðîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0.

Òàêèì îáðàçîì,

� åñëè f ′′(x0) > 0, òî y − Y > 0 è �óíêöèÿ âûïóêëà âíèç;

� åñëè f ′′(x0) < 0, òî y − Y < 0 è �óíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

Òåîðåìà. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè ïåðåãèáà) Òî÷êà

M0(x0,f(x0)) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà êðèâîé y = f(x), åñëè â ýòîé òî÷êå f ′′(x0) =

0 èëè íå ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ïåðåãèáà) Ïóñòü çàäà-

íà �óíêöèÿ y = f(x), ó êîòîðîé ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå

x0. Åñëè f ′′(x0) = 0 è âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0,

òî òî÷êà M0(x0,f(x0)) åñòü òî÷êà ïåðåãèáà êðèâîé y = f(x).
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6.6. Àñèìïòîòû ãðà�èêà �óíêöèè

Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ y = f(x).

x

y

O

A

B

d

M

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ AB íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòîé êðèâîé y = f(x), åñëè ðàññòî-

ÿíèå δ îò êðèâîé f(x) äî ïðÿìîé AB ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (δ → 0) ïðè ñòðåìëåíèè

M → ∞ ïî êðèâîé y = f(x).

Àñèìïòîòû ìîãóò áûòü íàêëîííûìè, âåðòèêàëüíûìè è ãîðèçîíòàëüíûìè.

�àññìîòðèì ñëó÷àé âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû: x = x0. Ïóñòü äàíà êðèâàÿ y = f(x).

Íàéä¼ì óñëîâèå, êîãäà x = x0 ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé.

Âû÷èñëèì ïðåäåëû ñïðàâà è ñëåâà îò òî÷êè x0 �óíêöèè f(x):

lim
x→x0−0

f(x), lim
x→x0+0

f(x).

Åñëè lim
x→x0−0

f(x) = +∞ èëè lim
x→x0+0

f(x) = −∞, ëèáî lim
x→x0−0

f(x) = −∞ èëè lim
x→x0−0

f(x) =

+∞, òî x = x0 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà.

6.7. Îáùåå èññëåäîâàíèå �óíêöèè è ïîñòðîåíèå ãðà�èêà

Ïëàí èññëåäîâàíèÿ �óíêöèè:

� Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè.

� Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè �óíêöèÿ ÷¼òíîé, íå÷åòíîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé.

� Íàéòè òî÷êè ïðåñå÷åíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

� Óñòàíîâèòü èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè �óíêöèè è íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìà.

� Íàéòè àñèìïòîòû ãðà�èêà �óíêöèè.

� Íàéòè òî÷êè ïåðåãèáà ãðà�èêà �óíêöèè.
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� Ïîñòðîåíèå ãðà�èêà �óíêöèè, ïðè íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëèâ íåñêîëüêî êîíòðîëü-

íûõ òî÷åê.

Ïðèìåð. Ïðîâåäèòå ïîëíîå èññëåäîâàíèå �óíêöèè è ïîñòðîéòå ãðà�èê

y =
2x3

x2 − 4
.

�åøåíèå.

1. Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà âñåé îñè, êðîìå òî÷åê x = ±2.

2. Ôóíêöèÿ íå÷¼òíàÿ, òàê êàê

f(−x) = 2(−x)3
(−x)2 − 4

= − 2x3

x2 − 4
= −f(x).

�ðà�èê ýòîé �óíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîýòîìó äîñòàòî÷-

íî èññëåäîâàòü �óíêöèþ â ïðîìåæóòêå [0,∞).

3. Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Ñ îñüþ Ox, òî åñòü y = 0. Îòñþäà

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

2x3

x2 − 4
= 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî ñëóæèò çíà÷åíèå x = 0. Ïîëó÷èëè òî÷êó O(0,0).

Íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy, òî åñòü x = 0. Òîãäà, ïîäñòàâèâ å¼ â �óíêöèþ,

èìååì y = 0. Ñíîâà ïîëó÷èëè òî÷êó O(0,0). 4. Âû÷èñëèì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè

y′ =
2x2(x2 − 12)

(x2 − 4)2
.

Â ïðîìåæóòêå [0,∞) ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ x = 0 è x = 2
√
3, à â

òî÷êå x = 2 íå ñóùåñòâóåò. Îïðåäåëèì çíàêè ïðîèçâîäíîé íà èíòåðâàëàõ (0,2), (2,2
√
3)

è (
√
3,∞). Íà èíòåðâàëå (0,2) ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ

òóò óáûâàåò.

Íà èíòåðâàëå (2,2
√
3) ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ òóò óáû-

âàåò.

Íà èíòåðâàëå (
√
3,∞) ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ âîçðàñ-

òàåò íà ýòîì èíòåðâàëå.

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 2
√
3 ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ, òî åñòü

â ýòîé òî÷êå ìû èìååì ìèíèìóì �óíêöèè. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå �óíêöèè â ýòîé òî÷êå

f(2
√
3) =

2 · (2
√
3)3

(2
√
3)2 − 4

= 6
√
3.
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Ïîëó÷èëè òî÷êó A(2
√
3,6

√
3). 5. Íàéäåì âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó. Ïðÿìàÿ x = 2 ÿâëÿ-

åòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé:

lim
x→2−0

2x3

x2 − 4
= −∞, lim

x→2+0

2x3

x2 − 4
= +∞.

Âû÷èñëèì íàêëîííóþ àñèìïòîòó y = kx+ b:

k = lim
x→∞

y

x
= lim

x→∞

2x2

x2 − 4
= 2, b = lim

x→∞
(y − 2x) = lim

x→∞

8x

x2 − 4
= 0.

Çàäàííàÿ êðèâàÿ èìååò íàêëîííóþ àñèìïòîòó y = 2x.

6. Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè

y′′ =
16x(x2 + 12)

(x2 − 4)3
,

êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå x = 0 è íå ñóùåñòâóåò â òî÷êå x = 2. Îïðåäåëèì

çíàêè âòîðîé ïðîèçâîäíîé íà èíòåðâàëàõ (0,2) è (2,∞).

Íà èíòåðâàëå (0,2) âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà, òî åñòü ãðà�èê �óíêöèè íà ýòîì

èíòåðâàëå âûïóêëûé ââåðõ.

Íà èíòåðâàëå (2,∞) âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà, òî åñòü ãðà�èê �óíêöèè íà

ýòîì èíòåðâàëå âûïóêëûé âíèç.

7. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ, ñòðîèì ãðà�èê.
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x

y

2−2 2
√
3

6
√
3

−2
√
3

−6
√
3
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

Ïðîâåäèòå ïîëíîå èññëåäîâàíèå �óíêöèè è ïîñòðîéòå ãðà�èê

1. y = x3

3−x2 ,

2. y = sin2 x
2+sinx

,

3. y = x2+1
x2−8x+16

,

4. y = x6 − 3x4 + 3x2 − 5,

5. y = x+ ln(x2 − 1),

6. y = sinx
x
.
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7. ÍÅÎÏ�ÅÄÅË�ÍÍÛÉ ÈÍÒÅ��ÀË

7.1. Ïîíÿòèå ïåðâîîáðàçíîé

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ F (x) íàçûâàþò ïåðâîîáðàçíîé äëÿ �óíêöèè f(x) íà (a,b),

åñëè F (x) äè��åðåíöèðóåìà íà (a,b) è å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà f(x), òî åñòü F ′(x) = f(x)

èëè dF (x) = f(x)dx. �àññîòðèì

�àññìîòðèì �óíêöèþ Φ(x) = F (x) + C, ãäå C = const, òî Φ(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f(x). Äåéñòâèòåëüíî,

Φ(x) = (F (x) + C)′ = F ′(x) = f(x).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèè F (x) è Φ(x) ïåðâîîáðàçíûå äëÿ f(x) íà (a,b). Òîãäà F (x) è

Φ(x) îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà êîíñòàíòó

F (x)− Φ(x) = C, C = const.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (x) è Φ(x) ïåðâîîáðàçíûå äëÿ f(x). Ïî îïðåäåëåíèþ F ′(x) =

Φ′(x) = f(x). �àññìîòðèì �óíêöèþ ϕ(x) = F (x)− Φ(x). Âû÷èñëèì å¼ ïðîèçâîäíóþ

ϕ′(x) = F ′(x)− Φ′(x) = f(x)− f(x) = 0 ∀x ∈ (a,b).

Çà�èêñèðóåì äâå òî÷êè x0,x1 ∈ (a,b) è ïóñòü x0 < x1, òî åñòü èìååì îòðåçîê [x0,x1].

Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé Ëàãðàíæà äëÿ ïðèðàùåíèé:

ϕ(x1)− ϕ(x0) = (x1 − x0)ϕ
′(ξ), ξ ∈ (x0,x1),

íî ϕ′(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a,b). Ñëåäîâàòåëüíî

ϕ(x1)− ϕ(x0) = (x1 − x0)ϕ
′(ξ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

ϕ(x1) = ϕ(x0) = const ∀x ∈ (a,b)

è

Φ(x)− F (x) = C, C = const.

�



ÍÅÎÏ�ÅÄÅË�ÍÍÛÉ ÈÍÒÅ��ÀË 83

7.2. Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ {F (x)}r �óíêöèè f(x) íàçûâàþò

íåîïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì �óíêöèè f(x):
∫

f(x)dx = F (x) + C, c+ const, f(x) = F ′(x).

Âûðàæåíèå f(x)dx � ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå. Åñëè F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x)

íà (a,b), òî
∫

f(x)dx = F (x) + C, C = const.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà (a,b), òî ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ F (x)

è ñóùåñòâóåò íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë ∈ f(x)dx.

7.3. Ñâîéñòâà íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà (a,b).

1. Äè��åðåíöèàë îò èíòåãðàëà ðàâåí ïîäûíòåãðàëüíîìó âûðàæåíèþ

d

(∫

f(x)dx

)

= f(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì äè��åðåíöèàë îò íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà

d

(∫

f(x)dx

)

= d (F (x) + C) = dF (x) = F ′(x)dx = f(x)dx.

�

Ñëåäñòâèå 1. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ñâîéñòâà áóäåò

(∫

f(x)dx

)

= f(x).

2. Èíòåãðàë îò äè��åðåíöèàëà ðàâåí äè��ååðíöèðóåìîé �óíêöèè

∫

dF (x) = F (x) + C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèíòåãðèðóåì äè��åðåíöèàë �óíêöèè F (x). Èìååì
∫

dF (x) =

∫

F ′(x)dx =∈ f(x)dx = F (x) + C,

ãäå âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî F ′(x) = f(x). �
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3. Êîíñòàíòó ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê èíòåãðàëà

∫

a · f(x)dx = a ·
∫

f(x)dx, a = const.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäè��åðåíöèðóåì âûðàæåíèå

∫
a · f(x)dx. Èìååì

(∫

a · f(x)dx
)′

= a · f(x) − ëåâàÿ ÷àñòü

è (

a ·
∫

f(x)dx

)′
= a

(∫

f(x)dx

)′
= a · f(x) − text.

�

4. Èíòåãðàë îò ñóììû ðàçíîñòè äâóõ �óíêöèé ðàâåí ñóììå èëè ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ

îò ýòèõ �óíêöèé ∫

(f(x)± ϕ(x))dx =

∫

f(x)±
∫

ϕdx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäè��åðåíöèðóåì ëåâóþ ÷àñòü çàäàííîãî âûðàæåíèÿ

(∫

(f(x)± ϕ(x))dx

)′
= f(x)± ϕ(x).

Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü çàäàííîãî âûðàæåíèÿ

(∫

f(x)±
∫

ϕdx

)′
=

(∫

f(x)

)′
±
(∫

ϕdx

)′
= f(x)± ϕ(x).

�

Òàáëèöà îñíîâíûõ èíòåãðàëîâ

1.

∫
xndx = xn+1

n+1
+ C, n 6= −1, x > 0.

2.

∫
dx
x
= ln |x|+ C, x 6= 0.

3.

∫
axdx = ax

lna
+ C, a > 0, a 6= 1.

4.

∫
exdx = ex + C.

5.

∫
sin xdx = − cosx+ C.

6.

∫
cos xdx = sin x+ C.

7.

∫
1

sin2 x
dx = − ctg x+ C, x 6= πn, n ∈ Z.
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8.

∫
1

cos2
dx = tg x+ C, x 6= π

2
+ πn, Z.

9.

∫
dx√
1−x2 = arcsin x+ C, − 1 < x < 1.

10.

∫
dx√
a2−x2 = arcsin x

a
+ C, |x| < |a|.

11.

∫
dx√
x2±a2

dx = ln |x+
√
a2 ± x2|+ C, |x| < a.

12.

∫
1

1+x2dx = arctg x+ C.

13.

∫
dx

a2+x2 = 1
a
arctg x

a
+ C.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû èíòåãðàëîâ, êîòîðûå íå âû÷èñëÿþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ:

-

∫
e−x2

dx � èíòåãðàë Ïóàññîíà. Ýòîò èíòåãðàë ñóùåñòâóåò, òàê êàê �óíêöèÿ e−x2

íåïðåðûâíà.

-

∫
dx
lnx

, x > 0 è x 6= 1 � èíòåãðàëüíûé ëîãàðè�ì.

-

∫
sin x2dx,

∫
cos x2 � èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ.

-

∫
sinx
x
dx,

∫
cos x
x
dx, x 6= 0 � èíòåãðàëüíûé ñèíóñ è èíòåãðàëüíûé êîñèíóñ.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫
(√

x3 − 1√
x3

)2

dx.

�åøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé èíòåãðàëîâ. Èìååì

∫
(√

x3 − 1√
x3

)2

dx =

∫ (

x3 +
1

x3
− 2

)

dx =
x4

4
− 1

2x2
− 2x+ C.

�

7.4. Èíòåãðèðîâàíèå çàìåíîé ïåðåìåííîé

Ïóñòü äàíà íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ y = f(x). Âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫
f(x)dx. Âîçüì¼ì

âìåñòî àðãóìåíòà x �óíêöèþ ϕ(t), x = ϕ(t), ϕ′(t) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ è ñóùåñòâóåò

îáðàòíàÿ �óíêöèÿ t = ψ(x). Â ýòîì ñëó÷àå

∫

f(x)dx =

∫

f (ϕ(t))ϕ′(t)dt.
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Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ïî îò ëåâîé è ïðàâîé ÷à-

ñòè: (∫

f(x)dx

)′

x

= f(x),

(∫

f (ϕ(t))ϕ′(t)

)′

x

=

(∫

f (ϕ(t))ϕ′(t)

)′

t

t′x = f (ϕ(t))ϕ′(t) · 1

ϕ′(t)
= f (ϕ(t)) = f(x),

òàê êàê t′x = 1
x′
t
= 1

ϕ′(t)
.

Òàêîé ñïîñîá èíòåãðèðîâàíèÿ íîñèò íàçâàíèå "èíòåãðèðîâàíèå çàìåíîé ïåðåìåííîé

èëè ïîñòàíîâêîé".

Åñëè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

f(x)dx = g (ψ(x))ψ′(x)dx,

òî

f(x)dx = g (ψ(x))ψ′(x)d (ψ(x)) ,

òàê êàê ψ′(x)dx = d (ψ(x)). Òîãäà

∫

f(x)dx =

∫

g (ψ(x))ψ′(x)dx = F (ψ(x)) + C

Ýòîò ñïîñîá íàçûâàåòñÿ "âíåñåíèå ïîä çíàê äè��åðåíöèàëà".

7.5. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Ïóñòü äàíû íåïðåðûâíûå �óíêöèè u = u(x) è v = v(x), ïðè÷¼ì îíè èìåþò íåïðå-

ðûâíûå ïðîèçâîäíûå u′(x) è v′(x). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ

(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðà-

ëà. Èìååì ∫

(u′(x)v(x) + u(x)v′(x)) dx = u(x)v(x) + C.

Îòêóäà ïîëó÷àåì ∫

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−
∫

v(x)u′(x)dx.

Çàìåòèì, ÷òî v′(x)dx = d(v(x)), u′(x)dx = d(u(x)). Îêîí÷àòåëüíî

∫

udv = u · v −
∫

vdu.

Ýòà �îðìóëà íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.
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Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫

arctg xdx.

�åøåíèå. Ïîëîæèì çäåñü

u = arctg x, dv = dx,

îòêóäà

du =
dx

1 + x2
, v = x.

Òîãäà ∫

arctg xdx = x arctg x−
∫

xdx

1 + x2
= x arctg x− 1

2
ln(1 + x2) + C.

�

7.6. Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé

Ïðîñòåéøåé ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí

Qn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n,

ïðè ýòîì a0,a1,a2, . . . ,an ∈ IR, an 6= 0.

×èñëî b ∈ IR åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Qn(x), åñëè Qn(b) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí

Qn(x) ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè

Qn(x) = (x− b) · . . . · (x2 + px+ q),

ïðè÷¼ì D = p2

4
− q < 0. Â èòîãå ïîëó÷èì

Qn(x) = (x− a)α · (x− b)β · . . . · (x−m)λ(x2 + p1x+ q1)
µ1 · . . . · (x2 + psx+ qs)

µs .

Çäåñü α,β, . . . ,λ,µ1, . . . ,µs ∈ N è

α + β + . . .+ λ+ 2(µ1 + µ2 + . . .+ µs) = n.

Åñëè α = 1, òî a � ïðîñòîé êîðåíü, åñëè α > 1, òî a � êîðåíü êðàòíîñòè α.

�àöèîíàëüíîé �óíêöèåé íàçûâàþò ñîîòíîøåíèå

f(x) =
Pm(x)

Qn(x)
,

ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíîâ Pm(x) è Qn(x) íåò îäèíàêîâûõ êîðíåé.
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Ïðîñòåéøèå äðîáè

Ê ïðîñòåéøèì äðîáÿì îòíîñÿòñÿ:

I.

A
x−a

;

II.

Ak

(x−a)k
;

III.

Mx+N
x2+px+q

;

IV.

Mkx+Nk

(x2+px+q)k
.

Çäåñü A, M, N, a, p, q ∈ IR, k ∈ N, k ≥ 2, p2

4
− q < 0.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ëþáàÿ äðîáü âèäà

Pm(x)
Qn(x)

(m < n) ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-

ñòàâëåíà êàê

Pm(x)

Qn(x)
=

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ . . .+

Aα

(x− a)α
+

B1

(x− b)
+

B2

(x− b)2
+ . . .+

Bβ

(x− b)β
+ . . .+

+
M − 1x+N1

x2 + p1x+ q1
+

M2x+N2

x2 + p2x+ q2
+ . . .+

Ms +Ns

(x2 + psx+ qs)s
,

A1, . . . ,Aα,B − 1, . . . ,Bβ , . . . ,M1, N1, . . . ,Ms,Ns ∈ IR.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð. �àçëîæèòå íà ïðîñòåéøèå äðîáè âûðàæåíèå

3x2 − 6x+ 2

x3 − 3x2 + 2x
.

�åøåíèå. Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì

3x2 − 6x+ 2

x3 − 3x2 + 2x
=
A

x
+

B

x− 1
+

C

x− 2
,

òàê êàê x3 − 3x2 + 2x = x(x2 − 3x+ 2) = x(x− 1)(x− 2). Íàéä¼ì êîý��èöèåíòû A, B è

C:

3x2 − 6x+ 2 = A(x− 1)(x− 2) +Bx(x − 2) + Cx(x− 1).

Äâà ìíîãî÷ëåíà ðàâíû, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîý��èöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ñòåïåíÿõ ðàâíû:

x2 : A+B + C = 3,

x : −3A− 2B − C = −6,

x0 : A = 2.







Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî A = 1, B = 1, C = 1. Â èòîãå

3x2 − 6x+ 2

x3 − 3x2 + 2x
=

1

x
+

1

x− 1
+

1

x− 2
.

�
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Èíòåãðèðîâàíèå ïðîñòåéøèõ äðîáåé

I. �àññìîòðèì ïåðâóþ äðîáü

A
x−a

, ãäå A, a ∈ IR. Èìååì

∫
A

x− a
dx = A

∫
dx

x− a
= A

∫
d(x− a)

x− a
= A ln |x− a|+ C.

II. Ïðîèíòåãðèðóåì âòîðóþ äðîáü

A
(x−a)k

:

∫
A

(x− a)k
dx = A

∫
dx

(x− a)k
= A

∫
d(x− a)

(x− a)k
= A

∫

(x− a)−kd(x− a) =

= A · (x− a)−k+1

−k + 1
+ C =

A

(1− k)(x− a)k−1
+ C.

III. Âû÷èñëèì èíòåãðàë îò âûðàæåíèÿ

Mx+N
x2+px+q

, ãäå

p2

4
− q < 0. Èìååì

∫
Mx +N

x2 + px+ q
dx =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x2 + px+ q =
(

x2 + 2xp

2
+
(
p

2

)2
)

+ q −
(
p

2

)2
=
(
x+ p

2

)2
+
(

q − p2

4

)

,

ãäå q − p2

4
> 0,

îáîçíà÷èì x+ p

2
= t, a2 = q − p2

4
,

dx = dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∫
M
(
t− p

2

)
+N

t2 + a2
dt =

M

2

∫
2tdt

t2 + a2
+

(

N +
Mp

2

)∫
dt

t2 + a2
=

=
M

2
ln(t2 + a2) +

(

N − Mp

2

)
1

a
arctg

t

a
+ C =

M

2
ln (( x+

p

2

)
2 + a2

)
+

(

N − Mp

2

)
1

a
arctg

x+ p

2

a
+ C.

È îêîí÷àòåëüíî,

∫
Mx +N

x2 + px+ q
dx =

M

2
ln(x2 + px+ q) +

2N −Mp
√

4q − p2
arctg

2x+ p
√

4q − p2
+ C.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫
2− x

x2 + 4x+ 6
dx.

�åøåíèå.

∫
2− x

x2 + 4x+ 6
dx =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

p2

4
− q = −2 < 0,

x2 + 4x+ 6 = (x2 + 4x+ 4) + 2 = (x+ 2)2 + 2,

t = x+ 2, dx = dt, x = t− 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
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=

∫
2− (t− 2)

t2 + 2
dt =

∫
4− t

t2 + 2
dt = 4

∫
dt

t2 + 2
− 1

2

∫
2tdt

t2 + 2
=

= 4
1√
2
arctg t

√
2− 1

2
ln(t2 + 2) + C =

4√
2
arctg

x+ 2√
2

− 1

2
ln(x2 + 4x+ 6) + C.

�

IV. Âû÷èñëèì èíòåãðàë îò

Mx+N
(x2+px+q)k

, ãäå

p2

4
− q < 0. Èìååì

∫
Mx+N

(x2 + px+ q)k
dx =

∣
∣
∣
∣
∣

x2 + px+ q =
(
x+ p

2

)2
+
(

q − p2

4

)

= t2 + a2,

t = x+ p

2
, dx = dt

∣
∣
∣
∣
∣
=

=

∫
Mt +

(
N − MP

2

)

(t2 + a2)l
dt =

∫
Mt

(t2 + a2)k
dt+

∫
N + Mp

2

(t2 + a2)k
dt =

=
M

2

∫

(t2 + a2)−kd(t2 + a2) +

(

N +
Mp

2

)∫
dt

(t2 + a2)k
=

=
M

2(1− k)(t2 + a2)k−1
+

(

N +
Mp

2

)∫
dt

(t2 + a2)k
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ik =
∫

dt
(t2+a2)k

. Ïðåîáðàçóåì äàííîå âûðàæåíèå êàê

Ik =

∫
dt

(t2 + a2)k
=

1

a2

∫
(t2 + a2)− t2

(t2 + a2)k
dt =

1

a2

∫
dt

(t2 + a2)k−1
− 1

a2

∫
t2dt

(t2 + a2)k
=

=
1

a2
Ik−1 −

∫
td(t2 + a2)

(t2 + a2)k
.

Âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫
td(t2+a2)
(t2+a2)k

ïî ÷àñòÿì. Èìååì

∫
td(t2 + a2)

(t2 + a2)k
=

∣
∣
∣
∣
∣

u = t, du = dt

dv = d(t2+a2)
(t2+a2)k

, v = 1
(1−k)(t2+a2)k−1

∣
∣
∣
∣
∣
=

=
t

(1− k)(t2 + a2)k−1
− 1

1− k

∫
dt

(t2 + a2)k−1
.

Â èòîãå

Ik =
1

a2
Ik−1 −

1

2a2

(
t

(1− k)(t2 + a2)k−1
− 1

1− k

∫
dt

(t2 + a2)k−1

)

=

=
1

a2
Ik−1 −

1

2a2

(
t

(1− k)(t2 + a2)k−1
− 1

1− k
Ik−1

)

=

=
1

a2

(

1− 1

2(1− k)

)

Ik−1 −
1

2a2
t

(1− k)(t2 + a2)k−1
.

è ïîëó÷èëè òàê íàçûâàåìóþ ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó.
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Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫
x+ 1

(x2 − 4x+ 5)2
dx.

�åøåíèå. Çàïèøåì

∫
x+ 1

(x2 − 4x+ 5)2
dx =

∣
∣
∣
∣
∣

x2 − 4x+ 5 = (x2 − 4x+ 4) + 1 = (x− 2)2 + 1,

t = x− 2, dx = dt, x = t+ 2

∣
∣
∣
∣
∣
=

=

∫

t+ 3(t2 + 1)2dt =
1

2

∫
2tdt

(t2 + 1)2
+ 3

∫
dt

(t2 + 1)2
=

1

2

∫
d(t2 + 1)

(t2 + 1)2
+ 3

∫
dt

(t2 + 1)2
=

= − 1

2(t2 + 1)
+ 3

∫
dt

(t2 + 1)2
.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå I2 =
∫

dt
(t2+1)2

. Òîãäà

I2 =

∫
dt

(t2 + 1)2
=

t

2(t2 + 1)
+

1

2

∫
dt

t2 + 1
=

t

2(t2 + 1)
+

1

2
arctg t + C.

Îêîí÷àòåëüíî

∫
x+ 1

(x2 − 4x+ 5)2
dx = − 1

2(t2 + 1)
+ 3I2 = − 1

2(t2 + 1)
+

3t

2(t2 + 1)
+

3

2
arctg t+ C =

=
3x− 7

2(x2 − 4x+ 5)
+

3

2
arctg(x− 2) + C,

ãäå ñäåëàëè îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ è âûïîëíèëè ïðåîáðàçîâàíèÿ. �

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë îò ëþáîé ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò è

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé, à èìåííî îí ÿâëÿåòñÿ àë-

ãåáðàè÷åñêîé ñóììîé, ÷ëåíàìè êîòîðîé ìîãóò áûòü ëèøü ìíîãî÷ëåíû, ðàöèîíàëüíûå

äðîáè, íàòóðàëüíûå ëîãàðè�ìû è àðêòàíãåíñû.

7.7. Èíòåãðèðîâàíèå èððàöèîíàëüíûõ �óíêöèé

�àññìîòðèì ðàöèîíàëüíóþ �óíêöèþ

R(u1,u2, . . . ,uk) =
Pm(u1,u2, . . . ,uk)

Qm(u1,u2, . . . ,uk)
,

ãäå Pm è Qn � ìíîãî÷ëåíû îò u1,u2, . . . ,uk, à u1 = f1(x), u2 = f2(x), . . . , uk = fk(x). Òîãäà

ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ ïðèìåò âèä R(f1(x),f2(x), . . . ,fk(x)) .
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I. �àññìîòðèì èíòåãðàë

∫

R

(

x,
m

√

ax+ b

cx+ d

)

dx,

ãäå m ∈ N, m ≥ 2, a,b,c,d ∈ RR, ad− bc 6= 0.

Ïóñòü ad−bc = 0. Òîãäà ad = bc è a
c
= b

d
= k. Îòêóäà ax+b

cx+d
= k cx+d

cx+d
= k. Â ýòîì ñëó÷àå

∫
R
(

x, m

√
ax+b
cx+d

)

dx íå çàâèñèò îò m

√
ax+b
cx+d

, òî åñòü ïîëó÷àåì îáûêíîâåííóþ ðàöèîíàëüíóþ

�óíêöèþ, êîòîðóþ óæå íåñëîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü.

Ïóñòü ad− bc 6= 0. Â òîì ñëó÷àå ââåä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ

t =
m

√

ax+ b

cx+ d
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

tm =
ax+ b

cx+ d
, x =

dtm − t

a− ctm
.

Çäåñü x � ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ îò ïåðåìåííîé t. Âû÷èñëèì äè��åðåíöèàë

dx =
(ad− bc)mtm−1

(a− ctm)2
dt.

Òàêèì îáðàçîì, ïîó÷èëè

∫

R

(

x,
m

√

ax+ b

cx+ d

)

dx =∈ R

(
dtm − b

a− ctm
,t

)
(ad− bc)mtm−1

(a− ctm)2
dt =

=

∫

R1(t)dt = F (t) + C = F

(

m

√

ax+ b

cx+ d

)

+ C.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫

4

√

2x− 3

2x+ 3

dx

(2x+ 3)2
.

�åøåíèå. Èìååì

∫

4

√

2x− 3

2x+ 3

dx

(2x+ 3)2
=

∣
∣
∣
∣
∣

4

√
2x−3
2x+3

= t, x = 3
2

(
1+t4

1−t4

)

,

dx = 12t4

(1+t4)2
dt, 2x+ 3 = 6

1−t4

∣
∣
∣
∣
∣
=

∫

t
(1− t4)2

36

12t3

(1− t4)2
dt =

=
1

3

∫ 4

dt =
1

15
t5 + C =

1

15

(

4

√

2x− 3

2x+ 3

)5

+ C.

�
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II. Âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx.

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðàöèîíàëèçàöèè è âû÷èñëåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà.

a). Ïåðâàÿ ïîäñòàíîâêà Ýéëåðà

Ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó

t =
√
ax2 + bx+ c+

√
ax, a > 0.

Îòêóäà ïîëó÷àåì

x =
t2 − c

2
√
at+ b

.

Âû÷èñëèì äè��åðåíöèàë

dx = 2

√
at2 + bt+ c

√
a

(2
√
at+ b)2

dt.

Âûðàçèì ÷åðåç t

√
ax2 + bx+ c = t−

√
ax = t−

√
a

t2 − c

2
√
at + b

=

√
at2 + bt + c

√
a

2
√
at + b

.

Ñëåäîâàòåëüíî

∫

R(x,
√
ax2 + bx+ c)dx =

∫

R

(
t2 − c

2
√
at+ b

,

√
at2 + bt + c

√
a

2
√
at + b

)

2

√
at2 + bt + c

√
a

(2
√
at + b)2

dt =

=

∫

R1(t)dt = F (t) + C.

b). Âòîðàÿ ïîäñòàíîâêà Ýéëåðà

Ñäåëàåì çàìåíó âèäà

√
ax2 + bx+ c = (x − x1)t èëè

√
ax2 + bx+ c = (x − x2)t, ãäå

x1,x2 ∈ IR � êîðíè óðàâíåíèÿ. Âû÷èñëèì ïåðåìåííóþ x ÷åðåç t è íàéä¼ì äè��åðåíöèàë

dx:

x =
x1t

2 − ax2
t2 − a

, dx =
2a(x2 − x1)t

(t2 − a)2
dt.

Íàéä¼ì

√
ax2 + bx+ c = (x− x1)t =

(
x1t

2 − ax2
t2 − a

− x1

)

t =
a(x1 − x2)t

t2 − a
.

Îòêóäà ïîëó÷àåì

∫

R(x,
√
ax2 + bx+ c)dx =

∫

R

(
x1t

2 − ax2
t2 − a

,
a(x1 − x2)t

t2 − a

)
2a(x2 − x1)t

(t2 − a)2
dt =

=

∫

R1(t)dt = F (t) + C.
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). Òðåòüÿ ïîäñòàíîâêà Ýéëåðà

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà c > 0. Ïðè ýòîì çàìåíó áóäåì áðàòü â âèäå

√
ax2 + bx+ c = xt +

√
c.

Îòêóäà

x =
1
√
c− b

a− t2
, dx =

2(
√
ct2 − bt + a

√
c)

(a− t2)2
dt.

Ïðè ýòîì

√
ax2 + bx+ c =

√
ct2 − bt + a

√
c

a− t2
.

È îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

∫

R(x,
√
ax2 + bx+ c)dx =

∫

R

(
1
√
c− b

a− t2
,

√
ct2 − bt+ a

√
c

a− t2

)
2(
√
ct2 − bt+ a

√
c)

(a− t2)2
dt =

=

∫

R1(t)dt = F (t) + C.

�àññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

I.

∫
dx√

ax2+bx+c
, a 6= 0.

Âûäåëè ïîëíûé êâàäðàò

ax2 + bx+ c = a

(

x2 + 2x
b

2a
+
c

a

)

= a

(

x+
b

2a

)2

+
4ac− b2

4a
= a

(

x+
b

2a

)2

+ p,

ãäå p � íåêîòîðîå ÷èñëî. Ââåä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ t = x + b
2a
, dx = dt. Ñëåäîâà-

òåëüíî ∫
dx√

ax2 + bx+ c
=

∫
dt

√

at2 + p

è âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà áóäåò çàâèñåòü îò çíàêîâ êîý��èöèåíòîâ a è p.

II.

∫
Mx +N

√
ax2 + bx+ cdx .

Âîñïîëüçóåìñÿ âû÷èñëåíèÿìè ïåðâîãî ñëó÷àÿ. Òàêèì îáðàçîì,

∫

Mx +N
√
ax2 + bx+ cdx =

∫
M 1

2a
((2ax+ b)− b) +N√
ax2 + bx+ c

dx =

=
[

2ax+ b − ýòî ïðîèçâîäíàÿ îò ax2 + bx+ c
]

=

=
M

2a

∫
(2ax+ b)dx√
ax2 + bx+ c

+

(

N − Mb

2a

)∫
dx√

ax2 + bx+ c
=

=
M

2a

∫
d(ax2 + bx + c)√
ax2 + bx+ c

+

(

N − Mb

2a

)∫
dx√

ax2 + bx+ c
=

=
M

2a

√
ax2 + bx+ c+

(

N − Mb

2a

)∫
dx√

ax2 + bx+ c
.
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III.

∫
Pn(x)√

ax2+bx+c
dx, P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Âû÷èñëèì ýòî èíòåãðàë ìåòîäîì

íåîïðåäåë¼ííûõ êîý��èöèåíòîâ. Ââåä¼ì ýòè êîý��èöèåíòû ñëåäóþùèì îáðàçîì

∫
Pn(x)√

ax2 + bx+ c
dx = Qn−1

√
ax2 + bx+ c+ An

∫
dx√

ax2 + bx+ c
. (∗)

Çäåñü Qn−1(x) = A0+A1x+A2x
2+ . . .+An−1x

n−1
. Ïðîäè��åðåíöèðóåì âûðàæåíèå

(∗). Èìååì

Pn(x)√
ax2 + bx+ c

= Q′
n−1

√
ax2 + bx+ c+Qn−1

ax+ b
2√

ax2 + bx+ c
+ An

1√
ax2 + bx+ c

.

Îòñþäà

Pn(x) = Q′
n−1(ax

2 + bx+ c)
︸ ︷︷ ︸

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n

+Qn−1

(

ax+
b

2

)

︸ ︷︷ ︸

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n

+An.

Ïðèðàâíÿâ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ, íàõîäèì A0, A1, . . ., An. Òà-

êèì îáðàçîì, â âûðàæåíèè (∗) âñå êîý��èöèåíòû îïðåäåëåíû, îñòà¼òñÿ òîëüêî

âû÷èñëèòü

An

∫
dx√

ax2 + bx+ c
= I.

7.8. Èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé

I. �àññìîòðèì èíòåãðàëû âèäà

∫

R(sin x, cos x)dx,

ãäå R � ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ.

�àöèîíàëèçàöèÿ äàííîãî èíòåãðàëà äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé óíèâåð-

ñàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîäñòàíîâêè

tg
x

2
= t, − π < x < π.

Ïðè ýòîì

x = 2 arctg t, dx =
2

1 + t2
dt,

sin x =
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

=
2t

1 + t2
, cosx =

1− tg2 x
2

1 + tg2 x
2

=
1− t2

1 + t2
.

Òîãäà èñõîäíûé èíòåãðàë ïðèìåò âèä

∫

R(sin x, cosx)dx =

∫

R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
2

1 + t2
dt.
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Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫
dx

5− 4 sin x+ 3 cosx
.

�åøåíèå. Âû÷èñëèì ýòîò èíòåãðàë, èñïîëüçóÿ óíèâåðñàëüíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ

ïîäñòàíîâêó t = tg x
2
. Ïîëó÷èì

∫
dx

5− 4 sinx+ 3 cosx
= 2

∫
dt

(
5− 8t

1+t2
+ 31−t2

1+t2

)
(1 + t2)

=

∫
dt

(t− 2)2
=

=
1

2− t
+ C =

1

2− tg x
2

+ C.

�

II. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ R(sin x, cos x) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ðàöèî-

íàëüíóþ �óíêöèþ îò tg x, òî åñòü R(sin x, cosx) = R1(tg x), òî ðàöèîíàëèçàöèÿ äîñòèãà-

åòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè t = tg x. Äåéñòâèòåëüíî, x = arctg t, dx = dt
1+t2

. Ïåðåïèøåì

èíòåãðàë â âèäå

∫

R(sin x, cos x)dx =

∫

R1(tg x)dx =

∫

R(t)
dt

1 + t2
.

Ïðè÷¼ì ïîäñòàíîâêó t = tg x öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü è â ñëó÷àå, êîãäà âûðàæåíèå

R(sin x,cosx) íå ìåíÿåòñÿ î ïåðåìåíû çíàêà îäíîâðåìåííî ïåðåä sin x è cosx.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫
dx

sin5 x cosx

�åøåíèå. �àññìîòðèì ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ

f(x) =
1

sin5 x cosx
.

Åñëè â íåé çàìåíèòü sin x íà− sin x, à cosx íà− cos x, òî �óíêöèÿ íå èçìåíèòñÿ. Ïîýòîìó

ñäåëàåì çàìåíó tg x = t. Òîãäà x = arctg t, dx = dt
1+t2

, sin x = tg x√
1+tg2 x

= t√
1+t2

, cos x =

1√
1+tg2 x

= 1√
1+t2

. Îòêóäà ïîëó÷àåì

∫
dx

sin5 x cos x
=

∫
(1 + t2)2

t5
dt = − 1

4t4
+ ln |t|+ C = −1

4
ctg4 x− ctg4 x+ ln | tg x|+ C.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû

1.

∫
arcsin xdx;

2.

∫
x cos xdx;

3.

∫
x3 ln xdx;

4.

∫
(x2 − 2x+ 5)e−xdx;

5.

∫
e5x cos 4xdx;

6.

∫
cos (lnx) dx;

7.

∫
x ln

(
1 + 1

x

)
dx;

8.

∫
arcsinxdx√

1+x
;

9.

∫
3x cosxdx;

10.

∫
x cos x
sin3 x

.
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8. ÎÏ�ÅÄÅË�ÍÍÛÉ ÈÍÒÅ��ÀË

8.1. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê îïðåäåë¼ííîìó èíòåãðàëó

Çàäà÷è ïðèâîäÿùèå ê îïðåäåë¼ííîìó èíòåãðàëó:

â ãåîìåòðèè � ýòî çàäà÷è î âû÷èñëåíèè ïëîùàäè ïëîñêîé �èãóðû;

â �èçèêå � çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ïóòè ïðîéäåííîì ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé.

Ïåðâàÿ çàäà÷à.

�àññìîòðèì â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè xOy �óíêöèþ y = f(x) íà îòðåçêå [a,b]. Íà-

çîâ¼ì êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèåé �èãóðó, îãðàíè÷åííóþ îñüþ Ox, ïðÿìûìè x = a, x = b

è ãðà�èêîì �óíêöèè y = f(x), aABb � êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ. Âû÷èñëèì ïëîùàäü

�èãóðû aABb.

x

y

O

A

B

a bx1 x2 xn-1
x x x x1 2 k n

�àññìîòðèì íà îòðåçêå [a,b] óïîðÿäî÷åííûå òî÷êè

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b.

Âûáåðåì íà êàæäîì èç ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ ïî òî÷êå: ξ1, ξ2, . . ., ξn. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ

�óíêöèè y = f(x) â ýòèõ òî÷êàõ. Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëó÷èëè ïðÿìîóãîëüíèêè. Îñíîâàíèÿ

ïðÿìîóãîëüíèêîâ � îòðåçêè ðàçáèåíèÿ. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíà

Sk = f(ξk)∆xk, ∆xk = xk − xk−1.

Ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðóþ ñòóïåí÷àòóþ �èãóðó, ïëîùàäü êîòîðîé ðàâíà

Sn = f(ξ1)∆x1 + f(ξ2)∆x2 + . . . f(ξn)∆xn − èíòåãðàëüíàÿ ñóììà.

Ýòà ïëîùàäü ïðèáëèçèòåëüíî ðàíà ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ = max{∆x1,∆x2, . . . ,∆xn} è óñòðåìèì λ ê íóëþ, λ → 0. Â ýòîì

ñëó÷àå

lim
λ→0

Sn = lim
λ→0

Sn

n∑

i=1

f(ξi)∆xi.
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Ýòî ïðåäåë, åñëè îí ñóùåñòâóåò, íàçûâàþò ïëîùàäüþ êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, ïðè÷¼ì

ðåçóëüòàò íå äîëæåí çàâèñåòü îò ðàçáèåíèÿ ∆xk è âûáîðà òî÷åê ξk.

Âòîðàÿ çàäà÷à.

Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v = f(t), ñ ìîìåíòà âðåìåíè t0 äî

T , t ∈ [t0,T ]. �àçîáü¼ì îòðåçîê [t0,T ] íà èíòåðâàëû

t0 < t1 < t2 < . . . < tn = T.

Îáîçíà÷èì äëèíó êàæäîãî èç îòðåçêîâ ÷åðåç ∆tk = tk − tk−1. Íà êàæäîì èç ýòèõ

ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ñ÷èòàåì, ÷òî ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, òî åñòü ðàâíîé,

íàïðèìåð f(τk), τk ∈ [tk−1,tk]. Òîãäà ïóòü ïðîéäåííûé òî÷êîé çà âðåìÿ ∆tk ðàâåí

Sk = f(τk)∆tk.

�àññìîòðèì ñóììó

Sn = f(τ1)∆t1 + f(τ2)∆t2 + f(τ3)∆t3 + . . .+ f(τn)∆tn =
n∑

k=1

f(τk)∆tk.

Âûáåðåì íàèáîëüøèé âðåìåííîé ïðîìåæóòîê ∆tk è íàçîâ¼ì åãî

λ = max{∆t1,∆t2,∆t3, . . . ,∆tn}. Ïóñòü λ→ 0. Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðåäåë

lim
λ→0

n∑

k=1

f(τk)∆tk.

Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé ïðåäåëû êàê

∫ b

a

f(x)dx = lim
λ→0

n∑

k=1

f(ξk)∆xk, è

∫ T

t0

f(t)dt =
n∑

k=1

f(τk)∆tk.

8.2. Ïîíÿòèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà

Ïóñòü äàíà �óíêöèÿ y = f(x) çàäàííàÿ íà ïðîìåæóòêå [a,b]. �àññìîòðèì ðàçáèåíèå

ýòîãî îòðåçêà íà n ÷àñòåé

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b.

Ïðè ýòîì äëèíà êàæäîãî îòðåçêà ðàçáèåíèÿ ∆xk = xk − xk−1 > 0. Íà êàæäîì èç ýòèõ

îòðåçêîâ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáåðåì òî÷êó ξk, xk−1 ≤ ξk ≤ xk. Çàïèøåì �îðìàëüíî

ñóììó

Sn = f(ξ1)∆x1 + f(ξ2)∆x2 + . . .+ f(ξn)∆xn =
n∑

k=1

f(ξk)∆xk.

Çàïèñàííàÿ ñóììà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé îò �óíêöèè f(x) íà [a,b].
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ = max{∆xk}, k = 1,2, . . . ,n è óñòðåìèì λ ê íóëþ. �àññìîòðèì

ïðåäåë

I = lim
λ→0

Sn = lim
λ→0

n∑

k=1

f(ξk)∆xk,

íàçûâàåìûé ïðåäåëîì èíòåãðàëüíîé ñóììû. ×èñëî I íàçûâàþò ïðåäåëîì èíòåãðàëüíîé

ñóììû, åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ∆xk < δ (λ < δ) âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=1

f(ξk)∆xk − I

∣
∣
∣
∣
∣
< ε ∀ξk.

8.3. Ïîíÿòèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà â ñìûñëå �èìàíà

Ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà íà îòðåçêå [a,b], åñëè äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ [xk−1,xk] è

ëþáîãî âûáîðà òî÷åê ξk ∈ [xk−1,xk] ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì îäèí è òîò æå

I = lim
λ→0

n∑

k=1

f(ξk)∆xk.

Ýòî ïðåäåë íàçûâàþò îïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì â ñìûñëå �èìàíà íà îòðåçêå [a,b]

∫ b

a

f(x)dx = I = lim
λ→0

n∑

k=1

f(ξk)∆xk.

Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè �óíêöèÿ f(x) è

g(x) =

{

f(x), x ∈ [a,b] êðîìå x = c,

C, ïðè x = c.

Â ýòîì ñëó÷àå

b∫

a

f(x)dx =

∫ b

a

g(x)dx.

Ýòî ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê èç [a,b].

Åñëè a < b, òî èìååò ñìûñë âûðàæåíèå

b∫

a

f(x)dx.
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Åñëè a = b, òî
a∫

a

f(x)dx = 0.

Åñëè a > b, òî
b∫

a

f(x)dx = −
a∫

b

f(x)dx.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå

b∫

a

dx.

�åøåíèå. Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó,

n∑

k=1

∆xk =
n∑

k=1

(xk−xk−1) = (x1−x0)+(x2−x1)+. . .+(xn−1−xn−1)+(xn−xn−1) = xn−x0 = b−a.

Çäåñü ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ f(x) = 1.

Âû÷èñëèì ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû

lim
λ→0

n∑

k=1

∆xk = lim
λ→0

(b− a) = b− a.

�

8.4. Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè �óíêöèé

Ïóñòü íà [a,b] çàäàíà èíòåãðèðóåìàÿ ïî �èìàíó �óíêöèÿ y = f(x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

b∫

a

f(x)dx. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó íà [a,b], òî îíà îãðàíè÷åíà

íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x)

íåîãðàíè÷åíà íà [a,b]. Âûáåðåì îäèí èç îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ, ãäå îíà íåîãðàíè÷åíà, íà-

ïðèìåð [x0,x1]. Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

Sn =
n∑

k=1

f(ξk)∆xk = f(ξ1)∆x1 +
n∑

k=2

f(ξk)∆xk.

Çäåñü âòîðîå ñëàãàåìîå åñòü íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à ïåðâîå ñëàãàåìîå íåîãðàíè÷åíî.

Îòñþäà, ïðè max∆xk → 0, k = 1,2,3,ldots,n íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà èíòåãðàëüíûõ ñóìì.

Ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ f(x) íå èíòåãðèðóåìà íà [a,b] ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
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�

Ïðîâåðèì ÿâëÿåòñÿ ëè óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì èíòåãðèðóå-

ìîñòè ïî �èìàíó, òî åñòü ñëåäóåò ëè èç îãðàíè÷åííîñòè èíòåãðèðóåìîñòü ïî �èìàíó.

�àññìîòðèì �óíêöèþ Äèðèõëå íà [0,1]:

f(x) = D(x) =

{

1, åñëè x ∈ Q,

0, åñëè x ∈ I.

Ýòà �óíêöèÿ îãðàíè÷åíà, òàê êàê D(x) ≤ 1. Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíûå ñóììû

Sn =

n∑

k=1

f(ξk)∆xk =

{

1, ξ ∈ Q,

0, ξ ∈ I.

Ñëåäîâàòåëüíî lim
λ→0

Sn íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê îí ðàâåí ëèáî 1, ëèáî 0.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ èíòåãðèðóå-

ìîñòè �óíêöèè.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè) Åñëè �óíêöèÿ y = f(x)

íåïðåðûâíà íà [a,b], òî îíà èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó íà [a,b].

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ îïðåäåëåíà è ìîíîòîííà íà [a,b], òî îíà èíòåãðèðóåìà ïî

�èìàíó íà [a,b].

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a,b] è èìååò íà í¼ì êîíå÷íîå ÷èñëî

òî÷åê ðàçðûâà, òî �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó íà [a,b].

Â èòîãå ïîëó÷èëè, ÷òî èç èíòåãðèðóåìîñòè ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü, à èç îãðàíè÷åí-

íîñòè ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü, åñëè ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà êîíå÷íî. Òàêæå èç íåïðåðûâ-

íîñòè è ìîíîòîííîñòè ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü ïî �èìàíó.

8.5. Ñâîéñòâà îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà

�àññìîòðèì íà [a,b] íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ y = f(x).

1. Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ.

2. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê èíòåãðàëà

b∫

a

A · f(x)dx = A

b∫

a

f(x)dx, A = const.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì îïðåäåëåíèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà

b∫

a

A · f(x)dx = lim
λ→0

n∑

k=1

A · f(ξk)∆xk = A lim
λ→0

n∑

k=1

A · f(ξk)∆xk = A

b∫

a

f(x)dx.

�

3. Èíòåãðàë îò ñóììû èëè ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ ðàâåí ñóììå èëè ðàçíîñòè èíòåãðà-

ëîâ:

b∫

a

(f1(x)± f2(x)) dx =

b∫

a

f1(x)dx±
b∫

a

f2(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà è ñâîéñòâ ïðåäåëà ñëåäóåò,

b∫

a

(f1(x)± f2(x)) dx = lim
λ→0

n∑

k=1

(f1(ξk)± f2(x))∆xk =

= lim
λ→0

n∑

k=1

f1(ξk)∆xk ± lim
λ→0

n∑

k=1

f2(ξk)∆xk =

b∫

a

f1(x)dx±
b∫

a

f2(x)dx.

�

4. Äëÿ ëþáûõ a,b,c ∈ IR ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

b∫

a

f(x)dx =

c∫

a

f(x)dx+

b∫

c

f(x)dx,

íàçûâàåìîå àääèòèâíîñòüþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîò-

ðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:

(a) ïóñòü a < c < b, òîãäà èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà,

ãäå xm = c, ñëåäóåò

b∫

a

f(x)dx = lim
λ→0

n∑

k=1

f(ξk)∆xk =

= lim
λ→0

m∑

k=1

f(ξk)∆xk + lim
λ→0

n∑

k=m+1

f(ξk)∆xk =

c∫

a

f(x)dx+

b∫

c

f(x)dx;



104 ÎÏ�ÅÄÅË�ÍÍÛÉ ÈÍÒÅ��ÀË

(b) ïóñòü a < b < c. Â ýòîì ñëó÷àå

c∫

a

f(x)dx =

b∫

a

f(x)dx+

c∫

b

f(x)dx.

Îòñþäà

b∫

a

f(x)dx =

c∫

a

f(x)dx−
c∫

b

f(x)dx =

c∫

a

f(x)dx+

b∫

c

f(x)dx.

�

5. Åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ [a,b] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(x) ≤ g(x), òî

b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

g(x)dx.

6. ∣
∣
∣
∣
∣
∣

b∫

a

f(x)dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤
b∫

a

|f(x)|dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ �óíêöèè y = f(x) ïðîàâåäëèâî íåðàâåíñòâî −|f(x)| ≤
f(x) ≤ |f(x)|. Ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî ïðîìåæóòêó [a,b]

−
b∫

a

|f(x)|dx ≤
b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

|f(x)|dx

èëè ∣
∣
∣
∣
∣
∣

b∫

a

f(x)dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤
b∫

a

|f(x)|dx,

÷òî è òðåáóåòñÿ.

�

7. Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, òî îíà äîñòèãàåò íà ýòîì îòðåçêå

ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíî çíà÷åíèÿ: m = inf
x∈[a,b]

f(x), M = sup
x∈[a,b]

f(x).

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

m(b− a) ≤
b∫

a

f(x)dx ≤M(b− a).
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8. Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà [a,b]. Òîãäà âíóòðè ýòîãî ïðîìåæóòêà íàé-

ä¼òñÿ òîñêà ξ òàêàÿ, ÷òî
b∫

a

f(x)dx = (b− a)f(ξ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, òî íà ýòîì

îòðåçêå îíà ïðèíèìàåò ñâîé íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, òî åñòü ñóùåñòâóþ

òàêèå ÷èñëà m = inf
x∈[a,b]

f(x) è M = sup
x∈[a,b]

f(x), òî m ≤ f(x) ≤M . Îòêóäà ïîëó÷àåì,

÷òî

m(b− a) ≤
b∫

a

f(x)dx ≤M(b− a).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b− a > 0. Ñëåäîâàòåëüíî

m ≤ 1

b− a

b∫

a

f(x)dx ≤M.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α âûðàæåíèå α = 1
b−a

b∫

a

f(x)dx. Òîãäà èç íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò,

÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà ξ, ÷òî f(ξ) = α. Â èòîãå ïîëó÷àåì

1

b− a

b∫

a

f(x)dx = f(ξ) èëè

b∫

a

f(x)dx = (b− a)f(ξ).

�

8.6. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â îïðåäåë¼ííîì èíòåãðàëå

�àññìîòðèì èíòåãðàë

b∫

a

f(x)dx, ïðè ýòî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíê-

öèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà [a,b]. Çàäàäèì �óíêöèþ x = ϕ(t), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì:

a) çàäàíà íà îòðåçêå [α,β] è íåïðåðûâíà íà í¼ì, ïðè÷¼ì ϕ(α) = a, ϕ(β) = b;

b) ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(x) òàêæå íåïðåðûâíà íà [α,β].

Òîãäà

b∫

a

f(x)dx =

β∫

α

f (ϕ(t))ϕ′(t)dt.
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Äîêàæåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé Íüþòîíà � Ëåéáíèöà

b∫

a

= F (b)− F (a), ãäå F ′(x) = f(x) ∀x ∈ [a,b].

Çàäàäèì �óíêöèþ Φ(t) = F (ϕ(t)). Òîãäà

Φ′(t) = F ′ (ϕ(t))ϕ′(t) = f (ϕ(t))ϕ′(t).

Òàêèì îáðàçîì, Φ(t) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f (ϕ(t))ϕ′(t).

�àññìîòðèì

β∫

α

f (ϕ(t))ϕ′(t)dt = Φ(β)− Φ(α) = F (ϕ(β))− F (ϕ(α)).

Èç óñëîâèÿ ϕ(α) = a è ϕ(β) = b ïîëó÷èì, ÷òî

b∫

a

f(x)dx = F (b)− F (a) = F (ϕ(β))− F (ϕ(α)).

Ñëåäîâàòåëüíî

b∫

a

f(x)dx =

β∫

α

f (ϕ(t))ϕ′(t)dt.

�

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

α∫

0

√
α2 − x2dx

�åøåíèå. Ñäåëàåì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó. Èìååì

α∫

0

√
α2 − x2dx =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x = α sin t,
√
α2 − x2 = α cos t,

dx = α cos tdt, x = 0, α sin t = 0,

x = α, α sin t = α t1 = 0, t2 =
π
2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= α2

π
2∫

0

cos2 tdt = α2

π
2∫

0

1 + cos 2t

2
dt =

α2

2






π
2∫

0

dt+

π
2∫

0

cos 2tdt




 =
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=
α2

2

(

t

∣
∣
∣
∣

π
2

0

+
1

2
sin 2t

∣
∣
∣
∣

π
2

0

)

=
πα2

4
.

�

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) èíòåãðèðóåìà íà ñèììåòðè÷íîì ïðîìåæóòêå

[−a,a], a > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

a∫

−a

f(x)dx =







2
a∫

0

f(x)dx, f(x)− ÷¼òíàÿ �óíêöèÿ,

0 f(x)− íå÷¼òíàÿ �óíêöèÿ.

8.7. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Ïóñòü äàíû �óíêöèè u = u(x) è v = v(x) íåïðåðûâíûå âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè

ïðîèçâîäíûìè íà ïðîìåæóòêå [a,b], òî åñòü v,v ∈ C1([a,b]). Òîãäà äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå

b∫

a

udv = u · v
∣
∣
∣
∣

b

a

−
b∫

a

vdu.

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ïðèâåä¼ííîé �îðìóëû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äàíî, ÷òî u′(x) è v′(x) íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [a,b] �óíêöèè.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ u(x)v(x). Èìååì

(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

Îòêóäà âèäíî, ÷òî u(x)v(x) ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ u′(x)v(x) + u(x)v′(x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ìîæíî âçÿòü èíòåãðàë

b∫

a

(u′(x)v(x) + u(x)v′(x)) dx = u(x)v(x)

∣
∣
∣
∣

b

a

,

b∫

a

u′(x)v(x)dx+

b∫

a

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)

∣
∣
∣
∣

b

a

.

Òàêèì îáðàçîì,

b∫

a

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)

∣
∣
∣
∣

b

a

−
b∫

a

u′(x)v(x)dx, v′(x)dx = d (v(x)) , u′(x)dx = d (u(x)) .

�
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8.8. Ïëîùàäü ïîä êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

x

y

O

A

B

t=a t=b
a b

Ïóñòü êðèâàÿ AB çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì

{

x = ϕ(t),

y = ψ(t),

ãäå ϕ(t) è ψ(t) íåïðåðûâíûå íà ïðîìåæóòêå [α,β] �óíêöèè, à òàêæå ϕ(α) = a, ϕ(β) = b.

Èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü ïîä êðèâîé âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

S =

b∫

a

y(x)dx.

Ïðîèçâåä¼ì çàìåíó ïåðåìåííûõ. Òîãäà áóäåì èìåòü

S =

β∫

α

ψ(t)ϕ′(t)dt.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü �èãóðû, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

{

x = a cos t,

y = b sin t,

ãäå a,b > 0 è t ∈ [0,dirπ].

�åøåíèå.

a-a

b

-b
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Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

S = 4

a∫

0

y(x)dx =

∣
∣
∣
∣
∣

x = 0, a cos t = 0, t = π
4
,

x = a, a cos t = a, t = 0

∣
∣
∣
∣
∣
= 4

0∫

π
2

b sin t · (−a) sin tdt =

= −4ab

0∫

π
2

sin2 tdt = 4ab

π
2∫

0

sin2 tdt = πab.

8.9. Ïëîùàäü �èãóðû â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

Ïóñòü çàäàíà êðèâàÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ρ = f(ϕ)

A

B

a
b

r

Ôóíêöèÿ f(ϕ) íåïðåðûâíà íà [α,β] è f(ϕ) ≥ 0. Îòìåòèì, ÷òî f(α) � äëèíà ëó÷à OA.

Òî÷êà B îïðåäåëÿåòñÿ ëó÷îì OB = f(β). Â èòîãå ïîëó÷èëè êðèâîëèíåéíûé ñåêòîð

OBAO. Âû÷èñëèì åãî ïëîùàäü.

�àçîáü¼ì ñåêòîð íà n ñåêòîðîâ ëó÷àìè

α = ϕ0 < ϕ1 < ϕ2 < . . . < ϕn = β.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå ∆ϕk = ϕk − ϕk−1. Âîçüì¼ì ϕ̃k � óãîë, ðàñïîëîæåííûé ìåæäó ϕk−1

è ϕk. Îòêóäà ρ̃k = f(ϕ̃k).

�àññìîòðèì êðóãîâûå ñåêòîðà ñ ðàäèóñàì ρ̃k è âû÷èñëèì èõ ïëîùàäè

∆Sk =
1

2
ρ̃2k∆ϕk =

1

2
f 2 (ϕ̃k)∆ϕk.

Òîãäà ïëîùàäü âñåé �èãóðû áóäåò ïðèáëèæ¼ííî ðàâíà

Sn = ∆S1 +∆S2 +∆S3 + . . .+∆Sn =
n∑

k=1

∆Sk =
n∑

k=1

1

2
f 2 (ϕ̃k)∆ϕk.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ íàèáîëüøèé èç ∆ϕk óñòðåìèì å¼ ê íóëþ λ→ 0. Îòêóäà

S = lim
λ→0

Sn = lim
λ→0

n∑

k=1

1

2
f 2 (ϕ̃k)∆vpk.

Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü �èãóðû â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ áóäåò èìåòü âèä

S =
1

2

β∫

α

f 2 (ϕ) dϕ =
1

2

β∫

α

ρ2dϕ.
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8.10. Âû÷èñëåíèå äëèíû äóãè ïëîñêîé êðèâîé

I. Ñëó÷àé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïóñòü çàäàíà ïëîñêàÿ êðèâàÿ AB, óðàâíåíèå êîòîðîé y = f(x), a ≤ x ≤ b.

x

y

O

A=

=B

a bx1 x2 xx

M0

M1

M i-1

i-1

M i

i

Dxi

Dy
i

Mn

Äëèíà äóãè AB � ýòî ïðåäåë, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ äëèíà ëîìàíîé ëèíèè, âïèñàííàÿ

â ýòó äóãó, êîãäà ÷èñëî çâåíüåâ ëîìàíîé íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, ïðè÷¼ì äëèíà íàè-

áîëüøåãî èç çâåíüåâ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) è å¼ ïðîèçâîäíàÿ y′ = f(x) íåïðåðûâíû íà [a,b], òî äëèíà

äóãè AB âû÷èñëÿåòñÿ êàê

l =

b∫

a

√

1 + (f ′(x))2dx.

Äîêàæåì ýòó �îðìóëó.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àçîáü¼ì îòðåçîê [a,b] òî÷êàìè

x0 = a, x1, x2, x3, . . . , xn = b

íà n ÷àñòåé. Òî÷êàì ðàçáèåíèÿ íà AB áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü çíà÷åíèÿ

M0 = A, M1, M2, . . . , Mn = B.

Ïðîâåä¼ì õîðäû

M0M1, M1M2, . . . ,Mn−1Mn,

äëèíû êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆l1, ∆l2, ∆l3, . . . , ∆ln.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ëîìàíóþM0M1 . . .Mn, äëèíà êîòîðîé∆l1+∆l2+. . .+∆ln =

ln. Íàéä¼ì äëèíó õîðäû ∆li ïî òåîðåìå Ïè�àãîðà

∆li =

√

(∆xi)
2 + (∆yi),

ãäå ∆xi = xi − xi−1, ∆yi = yi − yi−1. Èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ∆yi = f ′(ci)∆xi, ãäå ci ∈
(xi−1,xi). Òîãäà

∆li =

√

(∆xi)
2 + (f ′(ci∆xi))

2 =

√

1 + (f ′(ci))
2∆xi.
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Îòñþäà äëèíà âñåé ëîìàíîé ln ðàâíà

ln =

n∑

i=1

∆li =

n∑

i=1

√

1 + (f ′(ci))
2∆xi.

Èç îïðåäåëåíèÿ l = lim
max∆li→0

ln. Ïîýòîìó ïðè ∆li → 0 è ∆xi → 0 â âèäó íåïðåðûâíîñòè

�óíêöèè y = f(x) âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

l = lim
max∆li → 0,

n→ ∞

n∑

i=1

√

1 + (f ′(ci))
2∆xi =

b∫

a

√

1 + (f ′(x))2dx.

�

II. Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå êðèâîé AB.

Ïóñòü óðàâíåíèå êðèâîé AB çàäàíî â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

{

x = x(t),

y = y(t),
α ≤ t ≤ β.

Çäåñü x(t) è y(t) íåïðåðûâíûå �óíêöèè ñ íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè è x(α) = a,

x(β) = b.

Â ýòîì ñëó÷àå äëèíà äóãè âû÷èñëÿåòñÿ êàê

l =

β∫

α

√

(x′t)
2 + (y′t)

2dt.

III. Êðèâàÿ AB çàäàíà óðàâíåíèåì â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïóñòü êðèâàÿ AB çàäàíà óðàâíåíèåì ρ = ρ(ϕ), α ≤ ϕ ≤ β. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ρ(ϕ)

è ρ′(ϕ) íåïðåðûâíû íà [a,b].

Çàïèøåì ñèñòåìó ñâÿçûâàþùóþ ïîëÿðíûå è äåêàðòîâû êîîðäèíàòû

{

x = ρ(ϕ) cosϕ,

y = ρ(ϕ) sinϕ.

Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó

{

x′ϕ = ρ′(ϕ) cosϕ− ρ(ϕ) sinϕ,

y′ = ρ′(ϕ) sinϕ+ ρ(ϕ) cosϕ.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

√
(
x′ϕ
)2

+
(
y′ϕ
)2

=

√

(r′(ϕ))2 + (r(ϕ))2.

Îòêóäà

l =

β∫

α

√

r2 +
(
r′ϕ
)2
dϕ.
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8.11. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè xOy çàäàíà íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ AB äëèíû l: y = f(x), a ≤ x ≤ b.

Íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè y = f(x) òàêæå íåïðåðûâíà. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ AB ðàñïîëîæåíà íàä îñüþ Ox.

O

A B

a bxx

M i-1

i-1

M i

i

Åñëè êðèâóþ AB âðàùàòü âîêðóã îñè Ox, òî îíà îïèøåò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü � ïî-

âåðõíîñòü âðàùåíèÿ. Âû÷èñëèì ïëîùàäü ýòîé ïîâåðõíîñòè S.

�àçîáü¼ì ïðîìåæóòîê [a,b] íà n ïðîèçâîëüíûõ ÷àñòåé òî÷êàìè

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xi < xi+1 < . . . < xn = b.

Âïèøåì â êðèâóþ AB ëîìàíóþ ñ âåðøèíàìè Mi(xi,yi), i = 0,1,2, . . . , n. Âðàùàÿ ëîìà-

íóþ âìåñòå ñ êðèâîé AB, ïîëó÷àåì ïîâåðõíîñòü, ñîñòàâëåííóþ èç n óñå÷¼ííûõ êîíó-

ñîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ = max |∆xi| � äëèíà íàèáîëüøåãî ÷àñòè÷íîãî ïðîìåæóòêà, ãäå
∆xi = xi+1 − xi.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ëîìàíîé. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

âðàùåíèÿ êðèâîé � S = lim
λ→0

Sn.

Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè óñå÷åííîãî êîíóñà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì i-ãî çâå-

íà ðàâíà

2π
f(xi) + f(xi+1)

2
li,

ãäå li � äëèíà õîðäû MiMi+1 =
√

(xi+1 − xi)2 + (f(xi+1)− f(xi))
2
. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

f(xi+1)− f(xi) = f ′(ξi)(xi+1 − xi).

Òîãäà

li =

√

1 + (f ′(ξi))
2∆xi.

Ñëåäîâàòåëüíî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ëîìàíîé áóäåò ðàâíà

Sn =
n−1∑

i=0

2π
f(xi) + f(xi+1)

2

√

1 + (f ′(ξi))
2∆xi.
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Ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííóþ ñóììó â ñëåäóþùåì âèäå:

Sn = 2π
n−1∑

i=0

f(ξi)

√

1 + (f ′(ξi))
2∆xi + π

n−1∑

i=0

(f(xi) + f(xi+1)− 2f(ξi))

√

1 + (f ′(ξi))
2∆xi.

Ïåðâàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ è íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âòî-

ðàÿ ñóììà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè λ→ 0. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç ðàçíîñòåé

|f(xi − f(ξi))|, |f(xi+1)− f(ξi)|

ìåíüøå ε, òî

|f(xi) + f(xi+1)− 2f(ξi)| ≤ |f(xi)− f(ξi)|+ |f(xi+1)− f(ξi)| < ε+ ε = 2ε.

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

∣
∣
∣
∣
∣
π

n−1∑

i=0

(f(xi) + f(xi+1)− 2f(ξi))

√

1 + (f ′(ξi))
2∆xi

∣
∣
∣
∣
∣
≤

≤ π

∣
∣
∣
∣
∣

n−1∑

i=0

(f(xi) + f(xi+1)− 2f(ξi))

∣
∣
∣
∣
∣

√

1 + (f ′(ξi))
2∆xi < 2πε

n−1∑

i=0

√

1 + (f ′(ξi))
2 =

= 2πε
n−1∑

i=0

li ≤ 2πε.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ε→ 0 âûðàæåíèå 2πε→ 0.

Îêîí÷àòåëüíî

S = 2π

b∫

a

f(x)

√

1 + (f ′(x))2dx.

Åñëè êðèâàÿ AB çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè

{

x = ϕ(t),

y = ψ(t),

òî ïëîùàäü âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

S = 2π

t1∫

t0

ψ(t)

√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt.

Åñëè êðèâàÿ çàäàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, òî

S = 2π

β∫

α

ρ sinϕ

√

ρ2 +
(
ρ′ϕ
)2
dϕ.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû:

(a)

1∫

−2

dx
(11+5x)2

;

(b)

−2∫

−3

dx
x2−1

;

(
)

π∫

−π

sin2 x
2
dx;

(d)

π
4∫

0

x2

x2+1
dx;

(e)

e2∫

e

dx
x lnx

;

(f)

3∫

0

xdx√
x+1+

√
5x+1

.

2. Íàéäèòå ïëîùàäü �èãóðû çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïàðàáîëîé x2 = 4y è ëîêàíîì Àíüå-

çè y = 8
x2+4

.

3. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü �èãóðû, ëåæàùåé â ïåðâîé ÷åòâåðòè âíóòðè êðóãà

x2 + y2 = 3a2,

îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëàìè

x2 = 2ay, è y2 = 2ax, (a > 0).

4. Íàéäèòå äëèíó ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû y2 = x3 îò x = 0 äî x = 4.

5. Íàéäèòå äëèíó öåïíîé ëèíèè

y =
1

2

(
e

x
a − e−

x
a

)

îò x = 0 äî x = a.

6. Âû÷èñëèòå äëèíó àñòðîèäû

x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 , a > 0.
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9. ×ÈÑËÎÂÛÅ �ßÄÛ

9.1. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà

Ïóñòü äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

a1, a2, a3, a4, . . . , an, . . . .

Áåñêîíå÷íûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

a1 + a2 + a3 + . . .+ an + . . . =
∞∑

n=1

an. (∗)

×èñëà a1,a2, . . . ,an, . . . íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ðÿäà, an ïðè ïðîèçâîëüíîì íàòóðàëüíîì

n íàçûâàåòñÿ îáùèì ÷ëåíîì ðÿäà.

×àñòè÷íûìè ñóììàìè Sn ðÿäà (∗) íàçûâàþò ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà åãî ÷ëåíîâ

S1 = a1, S2 = a1 + a2, S3 = a1 + a2 + a3, . . . , Sn = a1 + a2 + . . .+ an.

×èñëî ñëàãàåìûõ áåñêîíå÷íî ,ïîýòîìó ìîæíî ñîñòàâèòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì

S1, S2, S3, . . . , Sn, . . .

9.2. Ñõîäèìîñòü ðÿäà

Îïðåäåëåíèå. Áåñêîíå÷íûé ðÿä (∗) ñõîäèòñÿ, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷-

íûõ ñóìì ñòðåìèòñÿ ê êàêîìó-íèáóäü ÷èñëó S : S = lim
n→∞

Sn. ×èñëî S íàçûâàåòñÿ, â

ýòîì ñëó÷àå, ñóììîé ðÿäà.

Åñëè æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè èëè

âîîáùå íå èìååò íèêàêîãî ïðåäåëà, òî ðÿä (∗) ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð. Âûÿñíèòå, ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä

1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + . . . =
∞∑

n=1

1

n · (n+ 1)
?

�åøåíèå. Çàïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà

S1 =
1

1 · 2 = 1− 1

2
, S2 =

1

1 · 2 +
1

2 · 3 =

(

1− 1

2

)

+

(
1

2
− 1

3

)

= 1− 1

3
,

S3 =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 =

(

1− 1

2

)

+

(
1

2
− 1

3

)

+

(
1

3
− 1

4

)

= 1− 1

4
,
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è

Sn =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + . . .+
1

n · (n+ 1)
=

=

(

1− 1

2

)

+

(
1

2
− 1

3

)

+

(
1

3
− 1

4

)

+ . . .+

(
1

n
− 1

n+ 1

)

= 1− 1

n+ 1
.

Âû÷èñëèì ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Èìååì

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞(1− 1

n+1)
= 1,

òî åñòü ðÿä ñõîäèòñÿ.

�

Äðóãèì âàæíûì ïðèìåðîì áóäåò

Ïðèìåð. Ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . . =

∞∑

n=1

1

n
?

�åøåíèå. �àññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ñ íîìåðîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ñòåïåíü

äâîéêè, òî åñòü S2k . Âíóòðè ýòîé ñóììû áóäåì îáúåäèíÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

S2k = 1+
1

2
+
1

3
+. . .+

1

2k
= 1+

1

2
+

(
1

3
+

1

4

)

+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)

+. . .+

(
1

2k−1 + 1
+ . . .+

1

2k

)

.

Çíàìåíàòåëü ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â êàæäîé ñêîáêå åñòü ñòåïåíü äâîéêè, à ÷èñëî ñëàãà-

åìûõ â êàæäîé ñêîáêå â äâà ðàçà ìåíüøå ïîñëåäíåãî çíàìåíàòåëÿ. Ïîñêîëüêó ñëàãàåìûå

óáûâàþ ïî âåëè÷èíå, òî ñóììà ñëàãàåìûõ â êàæäîé ñêîáêå áîëüøå, ÷åì ïîñëåäíåå ñëà-

ãàåìîå, óìíîæåííîå íà ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñêîáêå, òî åñòü

1

3
+

1

4
>

1

4
· 2 =

1

2
,

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
>

1

8
· 4 =

1

2
,

. . . . . . . . . . . . ,

1

2k−1 + 1
+ . . .+

1

2k
>

1

2k
· 2k−1 =

1

2
.

Ïîýòîìó

S2k > 1 +
1

2
+

1

4
· 2 + 1

8
· 4 + . . .+

1

2k
· 2k−1 = 1 +

1

2
+

1

2
+ . . .+

1

2
= 1 +

k

2
=
k + 2

2
.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî S2k → ∞ ïðè k → ∞.

�

Ñëåäóþùèé çíàêîâûé ïðèìåð ýòî
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Ïðèìåð. Èññëåäóéòå ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèè

a + aq + aq2 + aq3 + . . . =

∞∑

n=0

aqn.

�åøåíèå. Ñîñòàâèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó

Sn = a+ aq + aq2 + aq3 + . . .+ aqn−1 =
a− aqn

1− g
=

a

1− q
− aqn

1− q
.

Ïðè n→ ∞ èçìåíÿåòñÿ òîëüêî âòðîå ñëàãàåìîå, ïðè÷¼ì õàðàêòåð èçìåíåíèÿ çàâèñèò îò

òîãî, êàêîâî ÷èñëî q:

1. åñëè |q| < 1, òî aqn

1−q
→ 0 ïðè n→ ∞, à ïîýòîìó

S = lim
n→∞

S − n =
a

1− q
,

òî åñòü ðÿä ñõîäèòñÿ;

2. åñëè |q| > 1, òî aqn

1−q
→ ∞ ïðè n → ∞ è Sn íå ñòðåìèòñÿ íè ê êàêîìó êîíå÷íîìó

ïðåäåëó;

3. åñëè q = −1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn íå ñòðåìèòñÿ íè ê êàêîìó ïðåäåëó, òî åñòü

Sn =
a

2
− a(−1)n

2

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(−1)n} = {1, − 1,1,− 1, . . .} ïðåäåëà íå èìååò � ðÿä ðàñõî-

äèòñÿ;

4. åñëè q = 1, òî �îðìóëà äëÿ Sn íå èìååò ñìûñëà. Èç ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè âèäíî, ÷òî

Sn = a + a+ a+ . . .+ a
︸ ︷︷ ︸

n ðàç

= na.

Â ýòîì ñëó÷àå lim
n→∞

Sn = ∞ è ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

�

9.3. Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

Ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû îáëàäàþò ðÿäîì ñâîéñòâ, àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâàì êîíå÷íûõ ñóìì.

Òåîðåìà. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî åãî îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðÿä

∞∑

n=0

an ñõîäèòñÿ è ñóììà åãî ðàâíà S. Ýëåìåíò an = S −
n− Sn−1, íî òàê êàê Sn → S è Sn−1 → S ïðè n→ ∞, òî an → 0.

�

Èç îïðåäåëåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà ñëåäóåò, ÷òî ýòà òåîðåìà äà¼ò òîëüêî íåîáõî-

äèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Áåñêîíå÷íûé ðÿä, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç äàííîãî ðÿäà

∞∑

n=0

an ïóò¼ì

îòáðàñûâàíèÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ, âçÿòûõ ïîäðÿä, íà÷èíàÿ ñ ïåð-

âîãî, íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì äàííîãî ðÿäà.

Åñëè îòáðîøåíî n ïåðâûõ ñëàãàåìûõ, òî îñòàòîê íàçûâàåòñÿ n-ì îñòàòêîì,

∞∑

k=n+1

ak.

Åñëè îñòàòîê ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì, òî åãî îáîçíà÷àþò rn.

Òåîðåìà. 1. Åñëè ñõîäèòñÿ áåñêîíå÷íûé ðÿä, òî ñõîäèòñÿ è ëþáîé åãî îñòàòîê;

2. åñëè ñõîäèòñÿ êàêîé-ëèáî îñòàòîê ðÿäà, òî ñõîäèòñÿ è ñàì ðÿä.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïóñòü äàí ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

∞∑

k=1

ak èìåþùèé ñóììó S. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé îñòàòîê

ýòîãî ðÿäà ñõîäèòñÿ. Âîçüì¼ì n-é îñòàòîê

∞∑

k=n+1

ak è m-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó σm =

n+m∑

k=n+1

ak. Îòñþäà

σm = an+1+an+2+ . . .+an+m = (a1+a2+ . . .+an+m)−(a1+a2+ . . .+an) = Sn+m−Sn.

Ïðè m → ∞ ñëàãàåìîå Sn+m → S, òàê êàê ðÿä

∞∑

k=1

ak ñõîäèòñÿ. Ñëàãàåìîå Sn íå

ìåíÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì m.

Èòàê, σm ïðè m→ ∞ ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó, à ïîýòîìó è îñòàòîê

∞∑

k=n+1

ak

ñõîäèòñÿ. Òîãäà ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó â σn, m→ ∞

rn = S − Sn.

2. Ïóñòü ñõîäèòñÿ êàêîé-ëèáî îñòàòîê

∞∑

k=n+1

ak ðÿäà
∞∑

k=1

ak. Ïðîâåðèì, ÷òî è ñàì ðÿä

ñõîäèòñÿ. Âîçüì¼ì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ñ íîìåðîì p (p > n). Òîãäà p = n+m è

Sp = Sn+m = Sm + Sm = Sn + σm.
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Ïóñòü p ∈ ∞, òîãäà m → ∞. Ñóììà Sm + σm ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó

Sn + rn, ñëåäîâàòåëüíî è Sp ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó ïðè p → ∞, òî ðÿä

∞∑

k=1

ak ñõîäèòñÿ.

�

Òåîðåìà. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî åãî îñòàòîê rn ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðÿä

∞∑

n=1

an ñõîäèòñÿ è èìååò ñóììó S. Çàïèøåì îñòàòîê rn =

S − S − n. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè n → ∞ Sn → S. Òàêèì îáðàçîì,

S − Sn → 0, òî åñòü rn → 0.

�

Íàä ëþáûìè ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè ìîæíî âûïîëíèòü ïðîñòûå àðè�ìåòè÷åñêèå äåé-

ñòâèÿ.

Òåîðåìà. Ïóñòü äàí ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

∞∑

n=1

an ñ ñóììîé S, åñëè âñå ÷ëåíû ýòîãî ðÿäà

óìíîæèòü íà îäíî è òî æå ÷èñëî b, òî íîâûé ðÿä òàêæå áóäåò ñõîäèòüñÿ è ñóììà

åãî áóäåò ðàâíà b ·S, òî åñòü áóäåò ðàâåí ñóììå èñõîäíîãî ðÿäà, óìíîæåííîé íà ÷èñëî

b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì âñå ÷ëåíû ðÿäà

∞∑

n=1

an íà ÷èñëî b, ïîëó÷èì
∞∑

n=1

b·an. Âîçüì¼ì
÷àñòè÷íóþ ñóììó σn òîãî ðÿäà. Îòñþäà

σn = b · a1 + b · a2 + . . .+ b · an = (a1 + a2 + . . .+ an) · b = b · Sn.

Ïðè n→ ∞, lim
n→∞

b · Sn = b · S. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∞∑

n=1

anb · an = b
∞∑

n=1

an,

ýòî ïðàâèëî âûíåñåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ çà ñêîáêè ìîæíî îáîáùèòü íà áåñêîíå÷íûå

ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû.

�

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíû äâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäà

∞∑

n=1

an = S è

∞∑

n=1

bn = σ. Åñëè ñîñòàâèòü

ðÿä

∞∑

n=1

(an ± bn) ïóò¼ì ïî÷ëåííîãî ñëîæåíèÿ (èëè âû÷èòàíèÿ), òî íîâûé ðÿä áóäåò

ñõîäÿùèìñÿ ñ ñóììîé S + σ (S − σ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà

∞∑

n=1

(an ± bn) ñëåäóþùèì

îáðàçîì

(a1 ± b1) + (a2 ± b2) + . . .+ (an ± bn) = (a1 + a2 + . . .+ an)± (b1 + b2 + . . .+ bn) = Sn ± σn.

Ïðè n→ ∞, lim
n→∞

(Sn + σn) = lim
n→∞

Sn + lim
n→∞

σn = S + σ.

�

9.4. Ïîëîæèòåëüíûå ðÿäû è èõ ñâîéñòâà

Ïîëîæèòåëüíûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ðÿä, âñå ÷ëåíû êîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíû.

Åñëè ïîëîæèòåëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ, òî ýòî çàïèñûâàþò êàê

∞∑

n=1

an < +∞.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëîæèòåëüíûé ðÿä ñõîäèëñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû âñå åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû áûëè îãðàíè÷åíû ñâåðõó íåêîòîðûì ÷èñëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âñå ÷àñòè÷íûå ñóììû îãðàíè÷åíû ñâåðõó

Sn ≤M , n = 1, 2, ldots. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Sn, òî åñòü ðÿä

∞∑

n=1

an ñõîäèòñÿ.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ðÿä

∞∑

n=1

an ñõîäèòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
n→∞

Sn = S. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn ñòðåìèòñÿ ê S âîçðàñòàÿ, ïîýòîìó Sn ≤ S, òî åñòü

Sn îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

�

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíû äâà ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäà

∞∑

n=1

an è

∞∑

n=1

bn.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî an ≤ bn, òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑

n=1

bn ñëåäóåò ñõîäè-

ìîñòü

∞∑

n=1

an.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê an ≤ bn äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . ., òî è ÷àñòè÷íûå ñóììû

ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì Sn ≤ σn. Ïóñòü ñõîäèòñÿ ðÿä ñ áîëüøèìè ÷ëåíàìè

∞∑

n=1

bn. Òîãäà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σn îãðàíè÷åíà ñâåðõó σn ≤ M . Òåì áîëåå è Sn ≤ M , òî åñòü ðÿä

∞∑

n=1

an ñõîäèòñÿ.

�

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíû äâà ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäà

∞∑

n=1

an è

∞∑

n=1

bn.

Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî an ≤ bn, òî èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑

n=1

an ñëåäóåò ðàñõî-

äèìîñòü

∞∑

n=1

bn.

Òåîðåìà. (Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Äàëàìáåðà) Ïóñòü äàí ïîëîæèòåëüíûé ðÿä

∞∑

n=1

an, ïðè÷¼ì ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå an > 0. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë îòíîøåíèÿ

lim
n→∞

an+1

an
= D,

òî

1. ïðè D < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ;

2. ïðè D > 1 ðÿä ñõîäèòñÿ;

3. ïðè D = 1 � íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D < 1. Âîçüì¼ì ε > 0 íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû D + ε < 1. Ïî

îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà

∣
∣
∣
∣

an+1

an
−D

∣
∣
∣
∣
< ε⇔ D − ε <

an+1

an
< D + ε, n > N.

Ïîëîæèâ n = N, N + 1, . . . , N + p, âûïèøåì p íåðàâåíñòâ

aN+1

aN
< D + ε,

aN+2

aN+1

< D + ε, . . .
aN+p

aN+p−1

< D + ε, . . . .

Ïåðåìíîæèâ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè, ïîëó÷èì

aN+p

aN
< (D + ε)p .
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Îòêóäà aN+p < aN (D + ε)p.

Ïóñòü p = 1, 2, 3, . . .. Òîãäà aN+1 � îáùèé ÷ëåí ðÿäà

∞∑

p=1

aN+p, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

îñòàòêîì ðÿäà

∞∑

n=1

an.

�àññìîòðèì ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì aN (D + ε)p. Ïðè ïåðåìåííîì p � ýòî îáùèé ÷ëåí

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè q = D+ ε. Ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑

p=1

aN (D + ε)p ñõîäèòñÿ, òî è ðÿä

∞∑

p=1

aN+p ñõîäèòñÿ. Òîãäà è èñõîäíûé ðÿä

∞∑

n=1

an ñõîäèòñÿ.

�

Òåîðåìà. (Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Êîøè) Äàí ïîëîæèòåëüíûé ðÿä

∞∑

n=1

an. Åñëè ñó-

ùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

n
√
an = C,

òî

1. ïðè C < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ;

2. ïðè C > 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïóñòü c < 1. Âîçüì¼ì ε > 0 òàêîå, ÷òî c+ ε < 1. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà íàéä¼òñÿ

òàêîé íîìåð N , ÷òî áóäåò âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

c− ε < n
√
an < c+ ε.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî an < (c + ε)n. Ïîëó÷èâøèéñÿ ðÿä

∞∑

n=1

(c + ε)n � óáûâàþùàÿ

ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ è ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé

ðÿä

∞∑

n=1

an, ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ, òàêæå ñõîäèòñÿ.

2. Ïóñòü c > 1. Òîãäà n
√
an > 1 è an > 1. Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðÿä

ðàñõîäèòñÿ.

�

Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûå íåóäîáñòâà òåì, ÷òî òðóäíî ñðàçó

íàéòè òàêîå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå îáåñïå÷èâàëî áû èñïîëüçîâàíèå ïðèçíàêà.
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Òåîðåìà. Ïóñòü äàíû äâà ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäà

∞∑

n=1

an è

∞∑

n=1

bn.

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé, îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ îáùèõ ÷ëåíîâ ýòèõ

ðÿäîâ

lim
n→∞

an
bn

= A, A 6= 0,

òî îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü lim
n→∞

an
bn

= A, A 6= 0. Âîçüì¼ì ε > 0 òàê, ÷òî A − ε > 0. Ïî

îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

∣
∣
∣
∣

an
bn

− A

∣
∣
∣
∣
< ε A− ε <

an
bn

< A+ ε.

1. Ïóñòü ðÿä

∞∑

n=1

an ñõîäèòñÿ. Òîãäà

(A− ε)bn < an

è ðÿä

∞∑

n=1

(A− ε)bn ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî è
∞∑

n=1

bn òàêæå ñõîäèòñÿ.

2. Ïóñòü ðÿä

∞∑

n=1

bn ñõîäèòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå è ðÿä

∞∑

n=1

(A+ ε)bn

òàêæå ñõîäèòñÿ. Îòêóäà an < (A+ ε)bn è ðÿä
∞∑

n=1

an ñõîäèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îáà ðÿäà ìîãóò áûòü ñõîäÿùèìèñÿ òîëüêî îäíîâðåìåííî. Ñëåäîâà-

òåëüíî, åñëè îäèí èç ðÿäîâ ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ è äðóãîé.

�

�àññìîòðèì ïðèçíàê, îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

∞∫

a

f(x)dx = lim
b→∞

b∫

a

f(x)dx.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà. (Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Êîøè) Äàí ïîëîæèòåëüíûé

ðÿä

∞∑

n=1

an. Åñëè ñóùåñòâóåò íåâîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ f(x), çàäàííàÿ

ïðè x ≥ 1, òàêàÿ ÷òî f(n) = an, òî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî

ñóùåñòâîâàíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

∞∫

1

f(x)dx.

9.5. Çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû

Îïðåäåëåíèå. �ÿä íàçûâàåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ, åñëè âñÿêèå äâà ñîñåäíèõ ÷ëåíà

ðÿäà ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàì ðàçíûõ çíàêîâ

a1 − a2 + a3 − a4 + . . .+ a2n−1 − a2n + . . . .

Äëÿ çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà. Åñëè îáùèé ÷ëåí çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà ìîíîòîííî óáûâàÿ ïî àáñîëþò-

íîé âåëè÷èíå, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ðÿä ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñóììû ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè. Èçó÷èì èõ ïîâå-

äåíèå

S2n = a1 − a2 + a3 − a4 + . . .+ a2n−1 − a2n = (a1 − a2) + (a3 − a4) + . . .+ (a2n−1 − a2n).

Òàê êàê ÷ëåíû ìîíîòîííî óáûâàþò, òî â ñêîáêàõ ñòîÿò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà

S2n+2 = S[2n] + (a2n+1 − a2n+2).

Òîãäà S2n < S2n+2. Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Äëÿ ýòîãî

çàïèøåì S2n â âèäå

S2n = a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− . . .− (a2n−2 − a2n−1)− a2n.

Ïîýòîìó ïîëó÷èì, ÷òî S2n ïîëó÷àåòñÿ âû÷èòàíèåì èç a1 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, òî åñòü

S2n < a1∀n.

Òàêèì îáðàçîì, lim
n→∞

S2n = S.

�
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9.6. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû

�àññìîòðèì ðÿä, ÷ëåíàìè êîòîðîãî ìîãóò áûòü ÷èñëà ëþáîãî çíàêà, òî åñòü â ðÿäå

åñòü áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êàê ïîëîæèòåëüíûõ, òàê è îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ

∞∑

n=1

an. (∗)

�àññìîòðèì ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí

∞∑

n=1

|an|. (∗∗)

Ïðè ýòîì âîçìîæíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ:

1. ðÿä (∗) ñõîäèòñÿ, à ðÿä (∗∗) ðàñõîäèòñÿ;

2. ðÿä (∗) è ðÿä (∗∗) ñõîäÿòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

∞∑

n=1

an íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõî-

äèòñÿ ðÿä

∞∑

n=1

|an|, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëåíîâ ïåðâîãî ðÿäà.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑

n=1

|an| ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑

n=1

an.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí ðÿä

∞∑

n=1

an è èçâåñòíî, ÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

n=1

|an|. Ñîñòàâèì
äâà ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäà ïî ïðàâèëó:

1. ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé ðÿä ïîëó÷èì èç äàííîãî: îñòàâèì íà ñâîèõ ìåñòàõ âñå

ïîëîæèòåëüíûå ÷ëåíû, âñå îòðèöàòåëüíûå çàìåíèì íóëÿì., ïðè÷¼ì íóëè áóäóò

âûïèñûâàòüñÿ êàê ñëàãàåìûå:

b1 + b2 + b3 + . . . =

∞∑

n=1

bn,

ãäå

bn =

{

an, åñëè an > 0,

0, åñëè an ≤ 0.
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2. âòîðîé ïîëîæèòåëüíûé ðÿä ïîëó÷èì èç äàííîãî ðÿäà, çàìåíèâ âñå ïîëîæèòåëüíûå

÷ëåíû íóëÿìè, âûïèñûâàÿ èõ êàê ñëàãàåìûå, à îòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû � àáñîëþò-

íûìè âåëè÷èíàì îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ:

1 + 2 + 3 + . . . =

∞∑

n=1

n,

ãäå

n =

{

0, åñëè an ≥ 0,

|an|, åñëè an < 0.

Äëÿ ðÿäîâ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

bn ≤ |an| è cn ≤ |an|.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿäû

∞∑

n=1

bn è
∞∑

n=1

cn ñõîäÿòñÿ. Îáîçíà÷èì èõ ñóììû ÷åðåç B è C.

×àñòè÷íóþ ñóììó èñõîäíîãî ðÿäà

Sn = a1 + a2 + a3 + . . .+ an

çàïèøåì êàê

Sn = (b1 + b2 + . . .+ bn)− (c1 + c2 + . . .+ cn).

Ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó ïðè n→ ∞. Òîãäà

lim
n→∞

Sn = B − C.

�

9.7. Ñâîéñòâà àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

1. Ñóììà àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ðàâíà ðàçíîñòè ñóìì äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ

ðÿäîâ, ñîñòàâëåííûõ ñîîòâåòñòâåííî èç âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà è èç àá-

ñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ.

2. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû îáëàäàþò êîììóòàòèâíûì ñâîéñòâîì. Äîêàçàòåëü-

ñòâî. Ñäåëàåì â àáñîëþòíî ñõîäÿùåìñÿ ðÿäå

a1 + a1 + a3 + . . .

ïåðñòàíîâêó

an1 + an2 + . . . . (∗)
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Ñäåëàåì òàêóþ æå ïåðñòàíîâêó â ðÿäå èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí

|an1|+ |an2|+ . . . .

Ïîëó÷åííûé ðÿä îñòàíåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Òîãäà (∗) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

�

3. Åñëè äàí àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

∞∑

n=1

an = S, òî âåðíî íåðàâåíñòâî

|S| ≤
∞∑

n=1

|an|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì |a+ b| ≤ |a|+ |b|, òî åñòü
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=1

ak

∣
∣
∣
∣
∣
≤

n∑

k=1

|ak|.

Ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òàê êàê ðÿä ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî.

�

4. Äàí ðÿä ñ ÷ëåíàìè ëþáîãî çíàêà

∞∑

n=1

an; åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

|an+1|
|an|

= d,

òî

(a) ïðè d < 1 ðÿä
∞∑

n=1

an àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ;

(b) ïðè d > 1 ðÿä
∞∑

n=1

an ðàñõîäèòñÿ.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü, èñïîëüçóÿ ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè

(a)

∞∑

n=1

1
lnn(n+1)

,

(b)

∞∑

n=1

(
n

2n+1

)n
,

(
)

∞∑

n=1

arcsinn 1
n
,

(d)

∞∑

n=1

(n+1
n )

n

3n
,

(e)

∞∑

n=1

(
n

3n−1

)n
,

(f)

∞∑

n=1

(
n+1
2n−1

)n
.

2. Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü, èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè

(a)

∞∑

n=1

1
(n+1) ln2(n+1)

,

(b)

∞∑

n=2

1
n lnn

,

(
)

∞∑

n=1

(
1+n
1+n2

)2
,

(d)

∞∑

n=1

1√
n
ln n+1

n−1
.

3. Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü ðÿäû

(a)

∞∑

n=1

1
n

(
2
5

)n
,

(b)

∞∑

n=2

1
10n+1

,

(
)

∞∑

n=1

1√
n(n+1)

,

(d)

∞∑

n=1

2n

n
,

(e)

∞∑

n=1

1
(n+1)2−1

,

(f)

∞∑

n=1

n2

2n2+1
.

4. Îïðåäåëèòå õàðàêòåð ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (óñëîâíî ñõîäèòñÿ, àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ

èëè ðÿä ðàñõîäèòñÿ)

(a)

∞∑

n=2

(−1)n(1+
√
n)√

n2−2
,

(b)

∞∑

n=1

(−1)n+1nn

(2n+1)n
,

(
)

∞∑

n=1

sin π√
n
,

(d)

∞∑

n=1

(−1)n+12n(2n−1)
(2n+1)4

,

(e)

∞∑

n=1

(−1)n−1 2n+1
n(n+1)

,

(f)

∞∑

n=1

(−1)n−1n2−n
,

(g)

∞∑

n=1

(−1)n−1 n
6n+5

,

(h)

∞∑

n=1

(−1)n−1 1
n2−9

,

(i)

∞∑

n=2

(−1)n lnn
n
,

(j)

∞∑

n=1

(n+1) cos 2n
3√
n7+3n+4

,

(k)

∞∑

n=1

(−1)n−1 2n+1
n(n+1)

,

(l)

∞∑

n=1

ln
(

1 + 1
5
√
n

)

arctg sinn
n
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10. ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ �ßÄÛ

10.1. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

�àññìîòðèì ðÿä, ÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè

u1(x) + u2(x) + u3(x) + . . .+ un(x) + . . . =
∞∑

n=1

un(x). (∗)

Òàêîé ðÿä íàçûâàåòñÿ �óíêöèîíàëüíûì ðÿäîì.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèè x, ïðè êîòîðûõ ðÿä (∗) ñõîäèòñÿ, íàçûâà-
åòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå, åñëè îí ñõîäèòñÿ êàê

÷èñëîâîé ðÿä ïðè êàæäîì çíà÷åíèè x èç ýòîãî ïðîìåæóòêà.

×àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (∗) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè îò ïåðåìåííîé x. Ïðè èçìåíåíèè

x â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì áóäåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ �óíêöèé

S1(x), S2(x), S3(x), . . . , Sn(x),

îïðåäåë¼ííûõ â ýòîì ïðîìåæóòêå.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé {Sn(x)} ñõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå, åñëè

îíà ñõîäèòñÿ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè x èç ýòîãî ïðîìåæóòêà. Ïðè ýòîì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü �óíêöèé èìååò ñâîèì ïðåäåëîì �óíêöèþ lim
n→∞

Sn(x) = S(x).

Ïîñêîëüêó ñóììîé ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì,

òî è ñóììà �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà åñòü �óíêöèÿ

∞∑

n=1

un(x) = S(x).

�àññìîòðèì â êàêîì-ëèáî ïðîìåæóòêå ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé ïðåäåëüíîé �óíêöèè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

S1(x), S2(x), S3(x), . . . , Sn(x) → S(x).

Åñëè çà�èêñèðîâàòü x = x0, òî äëÿ ∀ ε > 0 ∃ N òàêîé, ÷òî ïðè n > N áóäåò âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

|Sn(x0)− S(x0)| ≤ ε.

Çäåñü N çàâèñèò îò ε. Åñëè �èêñèðîâàòü x = x1, òî íåðàâåíñòâî

|Sn(x1)− S(x1)| ≤ ε

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñ äðóãîãî íîìåðà. Ñëåäîâàòåëüíî N = N(ε,x).
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Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé {Sn(x)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â íåêî-

òîðîì ïðîìåæóòêå ê ïðåäåëüíîé �óíêöèè S(x), åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü

N(ε) è äëÿ âñåõ x èç äàííîãî ïðîìåæóòêà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Sn(x)− S(x)| < ε.

Ïðèìåð. Íàéäèòå ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x, x2, x3, . . . , xn, . . .

íà [0,1].

�åøåíèå. Åñëè 0 ≤ x ≤ 1, òî ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì x: lim
n→∞

xn = 0. Åñëè x = 1, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò âèäà

1, 1, 1, 1, . . . , 1, . . . .

Ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ

S(x) =

{

0, 0 ≤ x < 1,

1, x = 1.

Ïîïûòàåìñÿ íàéòè ïîìåð N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|xn − 0| < ε èëè |xn − 1| < ε

äëÿ âñåõ x ∈ [0,1]. Ïóñòü ñíà÷àëà 0 < x < 1. Òîãäà xn < ε è ðåøèì ýòî íåðàâåíñòâî îòíî-

ñèòåëüíî n: n ln x < ln ε, n > ln ε
lnx

. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì x ìîæíî áðàòü

N =
[
ln ε
lnx

]
+ 1, íî ïðè ïðèáëèæåíèè x ê 1, ln x → 0 è

[
ln ε
lnx

]
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.

Ïîýòîìó íåëüçÿ íàéòè íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî xn < ε âûïîëíÿëîñü

áû ïðè âñåõ x ∈ (0,1). Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ñâîåé

ïðåäåëüíîé �óíêöèè íåðàâíîìåðíî.

�

Ïðèìåð. Íàéäèòå ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1

x+ 1
,

1

x+ 2
,

1

x+ 3
, . . . ,

1

x+ n
, . . .

íà [0,1].

�åøåíèå. Êàêîâî áû íè áûëî x ∈ [0,1], âñåãäà âåðíî ðàâåíñòâî lim
n→∞

1
x+n

= 0. Ïîýòîìó

ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíà íóëþ íà [0,1]:

S(x) = 0, 0 ≤ x ≤ 1.
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Âîçüì¼ì ε > 0 è ïîïðîáóåì íàéòè íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî

∣
∣
∣
∣

1

x+ n
− 0

∣
∣
∣
∣
< ε

ñðàçó äëÿ âñåõ x ∈ [0,1]. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

1
x+n

< ε è ïðè âñåõ 0 ≤ x ≤ 1 áóäåò

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

0 <
1

x+ n
≤ 1

n
.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû

1
n
< ε. Òîãäà n > 1

ε
è â êà÷åñòâå N ìîæíî áðàòü

[
1
ε

]
+ 1. Îòñþäà

âèäíî, ÷òî N çàâèñèò òîëüêî îò ε è íå çàâèñèò îò x ∈ [0,1].

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â [0,1] ê

ñâîåé ïðåäåëüíîé �óíêöèè.

�

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà

∞∑

n=1

un(x) = S(x)

ñõîäèòñÿ ê S(x) ðàâíîìåðíî â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå, òî ðÿä

∞∑

n=1

un(x) ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ â ýòîì ïðîìåæóòêå. Èíà÷å, ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé ðÿäà è êàêîé-ëèáî åãî

÷àñòè÷íîé ñóììîé åñòü îñòàòîê ðÿäà

S(x)− Sn(x) = rn(x).

ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ìîæíî

íàéòè íîìåð N , ÷òî n ≥ N è äëÿ âñåõ x èç äàííîãî ïðîìåæóòêà

|rn(x)| < ε.

Òåîðåìà. (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà) Ïóñòü äàí �óíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑

n=1

un(x); åñ-

ëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíûé ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

∞∑

n=1

bn (bn ≥ 0) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ x

èç [a,b] âåðíû íåðàâåíñòâà

|un(x)| ≤ bn (n = 1,2, . . .),

òî äàííûé �óíäàìåíòàëüíûé ðÿä ðàâíîìåðíî (è àáñîëþòíî) ñõîäèòñÿ â [a,b].
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Ïîëîæèòåëüíûé ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

∞∑

n=1

bn, ñâÿçàííûé ñ �óíêöèîíàëüíûì ðÿäîì

∞∑

n=1

un(x) íåðàâåíñòâàìè

|un(x)| ≤ bn,

íàçûâàåòñÿ ìàæîðèðóþùèì èëè ìàæîðàíòíûì ðÿäîì.

Ïðèìåð. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä

∞∑

n=1

sin nx

n2

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà âñåé îñè (−∞, +∞).

�åøåíèå. Äëÿ âñåõ x èìååì | sinnx| ≤ 1. Òîãäà ìàæîðèðóþùèì ðÿäîì ÿâëÿåòñÿ ðÿä

∞∑

n=1

1
n2 ,

∣
∣
∣
∣

sin nx

n2

∣
∣
∣
∣
≤ 1

n2
.

Ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

�

10.2. Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

1. Åñëè �óíêöèè un(x) íåïðåðûâíû â [a,b] è ðÿä

∞∑

n=1

un(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â [a,b],

òî ñóììà ðÿäà � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ â [a,b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ñóììó ðÿäà ÷åðåç S(x) è áóäåì ïðîâåðÿòü íåïðåðûâ-

íîñòü S(x) â êàæäîé òî÷êå [a,b]. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ [a,b] è ε > 0. Èç

ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà, íàéäåì äëÿ

ε
3
íîìåð N , ÷òîáû äëÿ n ≥ N áûëî âåðíî

|rn(x)| <
ε

3
äëÿ âñåõ x ∈ (a,b).

Îòêóäà S(x0) = Sn(x0)+rn(x0) èëè S(x) = Sn(x)+rn(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ [a,b]. �àññìîòðèì

ðàçíîñòü

S(x)− S(x0) = Sn(x0)− Sn(x) + rn(x0)− rn(x)

èëè

|S(x)− S(x0)| ≤ |Sn(x0)− Sn(x)|+ |rn(x0)− rn(x)|.

Ôóíêöèÿ Sn(x) íåïðåðûâíà, êàê ñóììà n íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, òî ïî çàäàííîìó ε > 0

ìîæíî ïîäîáðàòü δ > 0, ÷òî èç íåðàâåíñòâà |x− x0| < δ ñëåäóåò |Sn(x0)− Sn(x)| < ε
3
.
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Òàêèì îáðàçîì,

|S(x0)− S(x)| ≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

äëÿ |x−x0| < δ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî S(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òàê êàê x0 � ëþáàÿ òî÷êà

[a,b].

�

Îïðåäåëåíèå. Äàí ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

∞∑

n=1

un(x) = S(x), ñîñòàâëåííûé èç �óíêöèé

un(x), èíòåãðèðóåìûõ â [a,b]: åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∞∑

n=1

b∫

a

un(x)dx =

b∫

a

( ∞∑

n=1

un(x)

)

dx =

b∫

a

S(x)dx,

òî ðÿä

∞∑

n=1

un(x) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü â [a,b].

2. Åñëè ðÿä

∞∑

n=1

un(x), ãäå un(x) íåïðåðûâíû â [a,b], ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ â [a,b], òî åãî

ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü â [a,b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíî-

ñòè ñëåäóåò, ÷òî ïî ÷èñëó

ε
b−a

íàéäåòñÿ N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|rn(x)| <
ε

b− a
äëÿ âñåõ x ∈ [a,b].

Âîçüìåì �èêñèðîâàííîå n ≥ N è çàïèøåì

Sn(x) + rn(x) = S(x).

Çäåñü S(x) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, Sn(x) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, êàê ñóììà êîíå÷íîãî

÷èñëà íåïðåðûâíûõ â [a,b] �óíêöèé. Òîãäà �óíêöèÿ rn(x) òàêæå íåïðåðûâíà â [a,b].

Ïðîèíòåãðèðóåì ðàâåíñòâî

b∫

a

Sn(x)dx+

b∫

a

rn(x)dx =

b∫

a

S(x)dx.

Ïåðåïèøåì ïåðâîå ñëàãàåìîå èíà÷å:

b∫

a

Sn(x)dx =

b∫

a

(
n∑

k=1

uk(x)

)

dx =

n∑

k=1

b∫

a

uk(x)dx.
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Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå

∣
∣
∣
∣
∣
∣

b∫

a

rn(x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤
b∫

a

|rn(x)|dx <
b∫

a

ε

b− a
dx =

ε

b− a

b∫

a

dx =
ε

b− a
(b− a) = ε,

òî åñòü åãî ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, ïðè n → ∞,

b∫

a

rn(x)dx → 0. Òîãäà ïðè

n→ ∞
b∫

a

Sn(x)dx =

n∑

k=1

b∫

a

uk(x)dx→
b∫

a

S(x)dx,

ãäå

n∑

k=1

b∫

a

uk(x)dx � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà

∞∑

n=1

b∫

a

un(x)dx, òî ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ è

ñóììà åãî

b∫

a

S(x)dx.

�

Îïðåäåëåíèå. Äàí ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

∞∑

n=1

un(x) = S(x), ñîñòàâëåííûé èç �óíêöèé

un(x), äè��åðåíöèðóåìûõ â òî÷êå x; åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∞∑

n=1

u′n(x) =

( ∞∑

n=1

un(x)

)′

= S ′(x),

òî ðÿä

∞∑

n=1

un(x) ìîæíî ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðîâàòü.

3. Åñëè ðÿä

∞∑

n=1

un(x) = S(x) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîìåæóòêå [a,b], ïðè÷åì:

(a) �óíêöèè un(x) äè��åðåíöèðóåìû â [a,b];

(b) �óíêöèè un(x) íåïðåðûâíû â [a,b];

(
) ðÿä

∞∑

n=1

u′n(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â [a,b],

òî ðÿä

∞∑

n=1

un(x) ìîæíî ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðîâàòü â ëþáîé òî÷êå ïðîìåæóòêà [a,b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

∞∑

n=1

u′n(x) = g(x).
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Ýòîò ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü â ïðîìåæóòêå [a,x], ãäå x ∈ [a,b]:

x∫

a

g(t)dt =
∞∑

n=1

b∫

a

u′n(t)dt =
∞∑

n=1

un(t)
∣
∣
x

a
=

∞∑

n=1

un(x)−
∞∑

n=1

un(a) = S(x)− S(a).

Îòñþäà S(x) =
x∫

a

g(t) + S(a). Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïî x, ïîëó÷èì

S ′(x) =





x∫

a

g(t)dt





′

= g(x) =

∞∑

n=1

u′n(x).

�

10.3. Ñòåïåííûå ðÿäû

ðÿäû, ÷ëåíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè íåçàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé x èëè äâó÷ëåíà (x − a) (ãäå a-ïîñòîÿííàÿ), óìíîæåííûå íà ÷èñëîâûå êîý��è-

öèåíòû:

∞∑

n=0

cnx
n

èëè

∞∑

n=0

cn(x− a)n

íàçûâàþòñÿ ñòåïåííûìè ðÿäàìè.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. (Òåîðåìà Àáåëÿ) Äàí ñòåïåííîé ðÿä

∞∑

n=0

cnx
n
:

1) åñëè îí ñõîäèòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ x = x0 6= 0, òî îí ñõîäèòñÿ è ïðèòîì

àáñîëþòíî äëÿ âñåõ |x| < |x0|;

2) åñëè îí ðàñõîäèòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ x = x1, òî îí ðàñõîäèòñÿ è äëÿ âñåõ

|x| > |x1|.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). ×èñëîâîé ðÿä

∞∑

n=0

cnx
n
0 ñõîäèòñÿ. Òîãäà åãî îáùèé èëè n-ûé ÷ëåí

ïðè n→ ∞ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ cnx
n
0 → 0. Ïåðåìåííàÿ cnx

n
0 îãðàíè÷åíà, òî åñòü ñóùåñòâóåò

÷èñëî M > 0 òàêîå, ÷òî |cnxn0 | < M . Âîçüìåì |x| < |x0|. Îáîçíà÷èì
∣
∣
∣
x
x0

∣
∣
∣ = g, 0 < g < 1.

Îòñþäà

|c0xn| =
∣
∣
∣
∣
cnx

n
0

(
x

x0

)n∣∣
∣
∣
= |cnxn0 | · gn < M · gn.

Ïîñêîëüêó ðÿä

∞∑

n=0

Mgn ñõîäèòñÿ êàê óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, òî è ðÿä

∞∑

n=0

cnx
n
òàêæå ñõîäèòñÿ.
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2). Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî ïðè çíà÷åíèè |x| > |x1|,
ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ. Òîãäà è ïðè x = x1 ðÿä äîëæåí ñõîäèòüñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ.

�

�åîìåòðè÷åñêè ñõîäèìîñòü ñòåïåííîãî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0, òî

îí ñõîäèòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (−x0,x0).

Òåîðåìà. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä

∞∑

n=0

cnx
n
ñõîäèòñÿ íå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, íî è íå

òîëüêî â îäíîé òî÷êå x = 0, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî R > 0 òàêîå, ÷òî:

(a) ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ äëÿ |x| < R;

(b) ðÿä ðàñõîäèòñÿ äëÿ |x| > R.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî R > 0 íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà, à

(−R,R) � ïðîìåæóòêîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.

Åñëè ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé îñè, òî R = +∞.

Åñëè ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè x = 0, òî R = 0.

Ïîâåäåíèå ñòåïåííîãî ðÿäà â êðàéíèõ òî÷êàõ x = ±R ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì:

(a) ìîæåò áûòü, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä ðàñõîäèòñÿ â îáåèõ òî÷êàõ x = ±R;

(b) ìîæåò áûòü, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ â òî÷êàõ x = ±R, òîãäà ïðîìåæóòîê

áóäåò âèäà [−R,R];

(
) ìîæåò ñõîäèòüñÿ â îäíîé èç òî÷åê x = ±R è ðàñõîäèòüñÿ â äðóãîé.

�àäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü ñóùå-

ñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

d = lim
n→∞

cn+1

cn
.

Ïîëó÷èëè, ÷òî lim
n→∞

|cn+1x
n+1|

|cnxn| = d · |x|. Îòêóäà âèäíî, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñî-

ëþòíî ïðè

|x|d < 1, |x| < 1

d
è ðàñõîäèòñÿ ïðè

|x|d > 1, |x| > 1

d
.

Òàêèì îáðàçîì, R = 1
d
. Ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî R = +∞ ïðè d = 0 è R = 0 ïðè

d = +∞.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ïðèìåíÿÿ ïî÷ëåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå, íàéäèòå ñóììó ðÿäà

(a) x + x3

3
+ x5

5
+ . . . + x2n−1

2n−1
+ . . . =

∞∑

n=1

x2n−1

2n−1
,

(b)

1
x
+ 2

x2 +
3
x4 + . . .+ n

xn + . . . =
∞∑

n=1

n
xn ,

(
)

∞∑

n=1

xn

n
,

(d)

∞∑

n=1

(n+ 1)xn.

2. Íàéäèòå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà è èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü ðÿäà íà êîí-

öàõ

(a)

∞∑

n=0

xn

n!
,

(b)

∞∑

n=3

(−1)n−1xn

n(n−2)
,

(
)

∞∑

n=3

n!xn,

(d)

∞∑

n=1

(−1)n+1xn

n2 ,

(e)

∞∑

n=1

xn

(2n−1)2n
,

(f)

∞∑

n=1

(x+2)n

(2n−1)4n
,

(g)

∞∑

n=1

(x−2)n

2n
,

(h)

∞∑

n=1

(x−1)n

2n ln(n+1)
.
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11. �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ Â ÑÒÅÏÅÍÍÎÉ

�ßÄ

11.1. �ÿä Òåéëîðà

Åñëè �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñòåïåííîãî ðÿäà â êàêîì-ëèáî ïðîìåæóòêå, òî �óíê-

öèÿ â ýòîì ïðîìåæóòêå ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä.

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ f(x) ðàçëàãàåòñÿ â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå â ñòåïåííîé ðÿä

ïî ñòåïåíÿì x, òî ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü â ïðîìåæóòêå (−R,R) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) = c0 + c1x + c2x
2 + . . . .

Ïóñòü x = 0, òîãäà c0 = f(0). Ïðîäè��åðåíöèðóåì ðÿä ïî÷ëåííî

f ′(x) = c1 + 2c2x + . . . .

�àäèóñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà òàêæå ðàâåí R. Ïóñòü x = 0, òîãäà c1 = f ′(0) = f ′(0)
1!
.

Ïðîäè��åðåíöèðóåì åùå ðàç ïî x

f ′′(x) = 2c2 + 3 · 2 · c3x + 4 · 3 · c4x2 + . . . .

Ïóñòü x = 0, òîãäà c2 =
f”(0)
2!

. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì

cn =
f (n)(0)

n!
.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîý��èöèåíòû îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

�

Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåííîé ðÿä ñ êîý��èöèåíòàìè cn = f(n)(0)
n!

, âû÷èñëåííûìè ïî íåêî-

òîðîé �óíêöèè y = f(x), íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ýòîé �óíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñÿêîé áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå

�óíêöèè f(x) ìîæíî ñîñòàâèòü åå ðÿä Òåéëîðà:

f(0) +
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)

2!
x2 + . . . +

f (n)(0)

n!
xn + . . . .

�àññìîòðèì �îðìóëó Òåéëîðà

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)

2!
x2 + . . . +

f (n)(0)

n!
xn + Rn(x),

Rn(x) =
f (n+1)

(n + 1)!
xn+1.



�ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ Â ÑÒÅÏÅÍÍÎÉ �ßÄ 139

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä Òåéëîðà, ñîñòàâëåííûé äëÿ �óíêöèè f(x) ñõîäèëñÿ â

[−a,a] è èìåë ñâîåé ñóììîé f(x), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îñòàòî÷íûé ÷ëåí

�îðìóëû Òåéëîðà äëÿ f(x) ñòðåìèëñÿ ê íóëþ â [−a,a] ïðè n→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì �îðìóëó Òåéëîðà ñëåäóþùèì îáðàçîì

f(x) = Sn+1(x) +Rn(x),

çäåñü Sn+1(x) åñòü (n+ 1)-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Òåéëîðà.

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü â [−a,a] ðÿä ñõîäèòñÿ è ñóììà åãî ðàâíà f(x). Òîãäà
lim
n→∞

Sn(x) = f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ [−a,a]. Ñëåäîâàòåëüíî

f(x)− Sn+1(x) = Rn(x),

òî Rn(x) → 0 ïðè n→ ∞.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü Rn(x) → 0 ïðè n→ ∞ â [−a,a], òîãäà

f(x)− Sn+1(x) → 0 ïðè n→ ∞,

òî åñòü Sn+1(x) → f(x) â [−a,a].
�

11.2. �àçëîæåíèå �óíêöèé â ðÿäû Òåéëîðà è Ìàêëîðåíà

�àçëîæåíèå çàäàííîé �óíêöèè f(x) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ðàñïàäà-

åòñÿ íà äâà ýòàïà.

1) Ñíà÷àëà ìû âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x) è åå ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x0 è

ñîñòàâëÿåì ðÿä Òåéëîðà äëÿ �óíêöèè f(x). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ

f(x) áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç äè��åðåíöèðóåìà.

2) Íàõîäèì èíòåðâàë, â êîòîðîì ñîñòàâëåííûé ðÿä Òåéëîðà ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè f(x),

ò. å. óñòàíàâëèâàåì, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé x îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðÿäà Rn(x) áóäåò ñòðåìèòüñÿ

ê íóëþ ïðè n→ ∞.

Òåîðåìà. Åñëè â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, îêðóæàþùåì òî÷êó x0, àáñîëþòíûå âåëè÷è-

íû âñåõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè f(x) îãðàíè÷åíû îäíèì è òåì æå ÷èñëîì, òî �óíêöèÿ

f(x) â ýòîì èíòåðâàëå ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà.

×àñòî èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå �óíêöèè â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîëàãàÿ

x0 = 0, ïîëó÷àåì ðÿä

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + . . .+

f (n)(0)

n!
xn + . . . .
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Ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðÿäà Òåéëîðà; åãî íàçûâàþò ðÿäîì Ìàêëîðåíà.

�àññìîòðèì ïðèìåðû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé.

1. Ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ ex. �àçëîæèì â ðÿä Ìàêëîðåíà �óíêöèþ

f(x) = ex.

Âñå ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèè ex òîæå ðàâíû ex è â òî÷êå x = 0 îáðàùàþòñÿ â 1. Ïî

�îðìóëå Òåéëîðà

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+Rn(x).

�àññìîòðèì èíòåðâàë [−N,N ], ãäå N �� ëþáîå �èêñèðîâàííîå ÷èñëî. Äëÿ âñåõ çíà÷å-

íèé èç ýòîãî èíòåðâàëà ex < eN . Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðîèçâîäíûå â ýòîì èíòåðâàëå

îãðàíè÷åíû îäíèì è òåì æå ÷èñëîì = eN è ïî òåîðåìå lim
n→∞

Rn(x) = 0. Ïî ïðåäïîëîæå-

íèþ N �� ëþáîå ÷èñëî, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ ex ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ìàêëîðåíà ïðè

âñåõ çíà÷åíèÿõ x ò. e. íà âñåé îñè Ox, ïîýòîìó

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . íà (−∞,∞).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè x = 1 íàõîäèì ðÿä äëÿ ÷èñëà e:

e = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ . . .+

1

n!
+ . . .

2. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè sin x è cosx. �àçëîæèì â ðÿä Ìàêëîðåíà �óíêöèþ

sin x. Äëÿ ýòîãî íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî çíà÷åíèÿ åå ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x = 0:

f(0) = sin 0 = 0, f ′(0) = cos 0 = 1,

f ′′(0) = (− sin x)x=0 = 0,

f ′′′(0) = (− cos x)x=0 = −1, f IV (0) = (sin x)x=0 = 0, . . .

Ëþáàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè sin x ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä Ìàêëîðåíà äëÿ �óíêöèè sin x ñõîäèòñÿ ê íåé íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.

sin x = x− x3

3!
+
x5

5!
− . . .+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+ . . . íà (−∞,∞).

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . .+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ . . . íà (−∞,∞).
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11.3. �àçëîæåíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé â ðÿä Òåéëîðà

�àññìîòðèì äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ �óíêöèþ

f(x) =
Pn(x)

Qm(x)
,

ãäå Pn(x) è Qm(x) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé n è m.

�àçëîæåíèå òàêîé �óíêöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè îáðàçîì:

1) äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ïðîñòåéøèå äðîáè;

2) êàæäàÿ ïðîñòåéøàÿ äðîáü ñâîäèòñÿ ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ê ñóì-

ìå íåêîòîðîé óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè èëè ê ðåçóëüòàòó k-êðàòíîãî

äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè;

3) ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ ïðîìåæóòêîâ ñõîäèìîñòè äëÿ ïðîãðåññèé.

Ïðèìåð. �àçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèþ

f(x) =
5− x

12− x− x2
.

�åøåíèå. �àçëîæèì çàäàííóþ ðàöèîíàëüíóþ �óíêöèþ íà ïðîñòåéøèå äðîáè. Èìååì

5− x

12− x− x2
=

5− x

(x+ 4)(3− x)
=

A

x+ 4
+

B

3− x
.

Îïðåäåëèâ êîý��èöèåíòû A è B ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, ïîëó÷èì

5− x

12− x− x2
=

9

7

1

x+ 4
+

2

7

1

3− x
.

Ïðåäñòàâèì êàæäóþ èç ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé ïðàâîé ÷àñòè â âèäå óáûâàþùåé ãåîìåò-

ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

1

x+ 4
=

1

4

1

1 + x
4

=
1

4

(

1− x

4
+
x2

42
− . . .+

(−1)nxn

4n
+ . . .

)

,

êîòîðàÿ áóäåò ñõîäÿùåéñÿ ïðè

∣
∣x
4

∣
∣ < 1, òî åñòü |x| < 4. Äëÿ âòîðîé äðîáè

1

3− x
=

1

3

1

1− x
3

=
1

3

(

1 +
x

3
+
x2

32
+ . . .+

xn

3n
+ . . .

)

è ðÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ, åñëè

∣
∣x
3

∣
∣ < 1. Îòêóäà |x| < 3. Ñëåäîâàòåëüíî ñóììà ñõîäèòñÿ ïðè

|x| < 3. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Òåéëîðà îò çàäàííîé �óíêöèè áóäåò èìåòü âèä:

5− x

12− x− x2
=

9

7

∞∑

n=0

(−1)n
xn

4n+1
+

2

7

∞∑

n=0

xn

3n
.

�

�àññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð.
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Ïðèìåð. �àçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèþ

f(x) =
x

(1− x)2
.

�åøåíèå. Çàïèøåì ðàçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè

x

(1− x)2
=

A

1− x
+

B

(1− x)2
.

Îòêóäà èìååì

x = A(1− x) +B.

Îïðåäåëèâ êîý��èöèåíòû A è B, çàïèøåì

x

(1− x)2
=

−1

1− x
+

1

(1− x)2
.

Ïåðâàÿ äðîáü äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå âèäà

− 1

1− x
= −(1 + x+ x2 + x3 + . . .+ xn + . . .), |x| < 1,

à âòîðàÿ äðîáü ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîé äè��åðåíöèðîâàíèåì, òî åñòü

(
1

1− x

)′
=

1

(1− x)2
= (1 + 2x+ 3x2 + . . .+ (n + 1)xn + . . .), |x| < 1.

�
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ìàêëîðåíà �óíêöèè

(a) f(x) = sin2 x;

(b) f(x) = 1√
ex
;

(
) f(x) = cos2 x+ e−x2
.

2. �àçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè

(a) f(x) = 3−x
2−x−x2 ;

(b) f(x) = 2−x+x2

(1−x)3
,

(
) f(x) = x2+x+1
(x−1)3(x+2)

.



144 ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ Ï�ÈËÎÆÅÍÈß �ßÄÎÂ

12. ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ Ï�ÈËÎÆÅÍÈß �ßÄÎÂ

12.1. Ïðèáëèæ¼ííûå âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèé

Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü çíà÷åíèå �óíêöèè f(x) ïðè x = x0 ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ

ε > 0. Åñëè �óíêöèþ f(x) â èíòåðâàëå (−R,R) ìîæíî ðàçëîæèòü â ñòåïåííîé ðÿä

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n + . . .

è òî÷êà x1 ∈ (−R,R), òî òî÷íîå çíà÷åíèå f(x1) ðàâíî ñóììå ýòîãî ðÿäà ïðè x = x1, òî

åñòü

f(x1) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n
1 + . . . ,

à ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå � ÷àñòè÷íîé ñóììå Sn(x1),

f(x1) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n
1 .

Òî÷íîñòü ýòîãî ðàâåíñòâà óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì n, à àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàâíà

ìîäóëþ îñòàòêà ðÿäà

|f(x1)− Sn(x1)| = |rn(x1)|,
ãäå

rn(x) = an+1x
n+1
1 = an+2x

n+2
1 + . . . .

Òàêèì îáðàçîì, îøèáêà |f(x1)− Sn(x1)| � îöåíêà îñòàòêà rn(x1).

Ïðèìåð. Íàéäèòå sin 1 ñ òî÷íîñòüþ äî 0,001.

�åøåíèå. �àçëîæèì �óíêöèþ sin x â ðÿä Òåéëîðà

sin x = x− x3

3!
+
x5

5!
− . . .+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ . . . .

Îòêóäà

sin 1 = 1− 1

3!
13 +

1

5!
15 − . . . =

∞∑

n=1

(−1)n+1 1

(2n− 1)!
.

Ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Òàê êàê

1

5!
≈ 0,008(3) > 0,001,

1

7!
≈ 0,0002 < 0,001,

òî äëÿ íàõîæäåíèÿ sin 1 ñ òî÷íîñòüþ 0,001 äîñòàòî÷íî ïåðâûõ òð¼õ ÷ëåíîâ ðÿäà

sin 1 ≈ 1− 1

3!
+

1

5!
= 0,842.

�
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Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå e ñ òî÷íîñòüþ äî 0,001.

�åøåíèå. �àçëîæèì f(x) = ex â ðÿä Òåéëîðà

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . .

Âîçüì¼ì n ñëàãàåìûõ è îöåíèì îøèáêó rn(x)

rn(x)|x=1 =
1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+ . . . =

1

(n+ 1)!

(

1 +
1

n+ 2
+

1

(n+ 2)(n+ 3)
+ . . .

)

<

1

(n+ 1)!

(

1 +
1

n + 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ . . .

)

=
1

(n+ 1)!

(

1

1− 1
n+1

)

=
1

n!n
.

Òàêèì îáðàçîì, rn(x) <
1

n!n
. Ïîäáåðåì íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òîáû âûïîë-

íÿëîñü íåðàâåíñòâî

1

n!n
< 0,001 n ≥ 6.

Îòêóäà

e = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+

1

5!
+

1

6!
= 2

517

720
≈ 2,7128.

�

Îñòàòîê ðÿäà ìîæíî ïîñ÷èòàòü èíà÷å

|f(x1)− Sn(x1)| = |Rn(x)| =
∣
∣
∣
∣

f (n+1)(ξ)

(n + 1)!

∣
∣
∣
∣
,

ãäå ξ � ÷èñëî èç (0,x1). Â íàøåì ñëó÷àå

Rn(1) =
eξ

(n + 1)!
, eξ < e1 < 3,

òàê êàê 0 < ξ < 1, òî Rn(1) <
3

(n+1)!
. Ïðè n = 6 èìååì

R6(1) <
3

7!
< 0,001, e ≈ 1 + 1 +

1

2!
+ . . .+

1

6!
≈ 2,718.

12.2. Ïðèáëèæ¼ííîå âû÷èñëåíèå îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ

Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

b∫

a

f(x)dx ñ òî÷íîñòüþ äî ε > 0. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíóþ

�óíêöèþ f(x) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè (−R,R)
âêëþ÷àåò â ñåáÿ îòðåçîê [a,b], òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà ìîæíî âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ñâîéñòâîì ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîãî ðÿäà.
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Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

1
4∫

0

e−x2
dx ñ òî÷íîñòüþ äî ε = 0,001.

�åøåíèå. �àçëîæèì ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà

e−x2

= 1− x2

1!
+
x4

2!
− x6

3!
+ . . . , x ∈ (−∞, +∞).

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà îòðåçêå

[
0,1

4

]
, ïîëó÷èì

1
4∫

0

e−x2

dx =

1
4∫

0

(

1− x2

1!
+
x4

2!
− x6

3!
+ . . .

)

dx =

(

x− x3

1!3
+
x5

2!5
− x7

3!7
+ . . .

)

|
1
4
0 =

1

4
− 1

1!3 · 43 +
1

2!5 · 45 − 1

3!7 · 47 + . . . .

Ïîëó÷åííûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ. Äëÿ íåãî

|rn(x)| = |un+1(x) + un+2(x) + . . . | < |un+1(x)|.
Òàê êàê

1
1!3·43 = 0,00532 > 0,001, à 1

2!5·45 < 0,001, òî ñ òî÷íîñòüþ äî 0,001 èìååì

1
4∫

0

e−x2

dx ≈ 1

4
− 1

192
= 0,245.

�

12.3. Ïðèìåíåíèå ðÿäîâ ê ðàñêðûòèþ íåîïðåäåë¼ííîñòåé

�àçëîæåíèå �óíêöèé â ðÿä ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðàñêðûòèè íåîïðåäåë¼ííîñòåé.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå ïðåäåë

lim
x→0

x cos x− sin x

x2(ex − 1)
.

�åøåíèå. Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà

lim
x→0

x cosx− sin x

x2(ex − 1)
=

(
0

0

)

.

�àçëîæèì �óíêöèè sin x, cosx è ex â ðÿä Òåéëîðà

lim
x→0

x cosx− sin x

x2(ex − 1)
=

(
0

0

)

= lim
x→0

x
(

1− x2

2
+ . . .

)

−
(

x− x3

6
+ . . .

)

x2
(
x+ x2

2
+ . . .

) =

= lim
x→0

−x3

6
+ x5

60
+ . . .

x3
(
1 + x

2
+ . . .

) = lim
x→0

x3
(
−1

3
+ x2

(
1
60

+ . . .
))

x3
(
1 + x

(
1
2
+ . . .

)) = lim
x→0

−1
3
+ x2

(
1
60

+ . . .
)

1 + x
(
1
2
+ . . .

) = −1

3

�
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà, âû÷èñëèòå ïðåäåëû

(a) lim
x→0

1−cos 2x
e3x−1−3x

;

(b) lim
x→0

ln(1+x)−x+ 1
2
x2

arctg x−x
;

(
) lim
x→0

ln(1+x+x2)+ln(1−x+x2)
x2(ex−1)

;

(d) lim
x→0

x sinx−ex
2
+1

x4 .

Óêàçàíèå.

arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− . . .+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ . . . =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
,

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− . . .+ (−1)n−1x

n

n
+ . . . , |x| < 1.

2. Âû÷èñëèòå

(a)

√
e ñ òî÷íîñòüþ ε = 0,001;

(b) sin 1
2
ñ òî÷íîñòüþ ε = 0,001.

3. Âû÷èñëèòå

1∫

0

sin x2dx

ñ òî÷íîñòüþ ε = 0,001.

4. Íàéäèòå èíòåãðàë

∫
sinx
x
dx â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà è óêàæèòå åãî îáëàñòü ñõîäè-

ìîñòè.



148 �ßÄÛ ÔÓ�ÜÅ

13. �ßÄÛ ÔÓ�ÜÅ

13.1. Ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè

Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì T 6= 0, åñëè

1. èç òîãî, ÷òî îíà îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé òî÷êå x ñëåäóåò, ÷òî îíà îïðåäåëåíà âî

âñåõ òî÷êàõ x+ kT , k = ±1, ± 2, ± 3, . . .;

2. äëÿ ëþáîãî x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(x+ T ) = f(x).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Åñëè T 6= 0 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì �óíêöèè f(x), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k =

±1, ± 2, ± 3, . . ., ÷èñëî kT òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ýòîé �óíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T 6= 0 � ïåðèîä �óíêöèè f(x). òîãäà äëÿ ëþáîãî k > 0 áóäåò

âåðíà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

f(x+ kT ) = f(x+ (k − 1)T + T ) = f(x+ (k − 1)T ) = f(x+ (k − 2)T + T ) =

= f(x+ (k − 2)T ) = . . . = f(x+ T ) = f(x).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî kT , k > 0 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì �óíêöèè f(x). Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü

f(x− T ) = f((x− T ) + T ) = f(x).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî è −T òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì f(x) è k(−T ) = −kT , k > 0 òîæå

ïåðèîä �óíêöèè.

�

Åñëè f(x) � íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû, òî îíà

èìååò íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä, íàçûâàåìûé îñíîâíûì ïåðèîäîì f(x).

Ïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ f(x) = C = const ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé, äëÿ íå¼

ëþáîå ÷èñëî T ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì.

Â �èçèêå ïðîñòåéøåé ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé ñ÷èòàþò ãàðìîíèêó

ξ(t) = A sin(ωt+ ϕ), −∞ < t <∞,

ãäå A � àìïëèòóäà, ω � ÷àñòîòà, ϕ � íà÷àëüíàÿ �àçà. Ïåðèîä â ýòîì ñëó÷àå T = 2π
ω
.

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèè f(x) è g(x) � ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè ñ îäíèì è òåì æå

ïåðèîäîì T . Òîãäà �óíêöèè

f(x)± g(x), f(x)g(x), f(x)/g(x), g 6= 0

òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïåðèîäîì T .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ h(x) = f(x) + g(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèî-

äîì T . Äåéñòâèòåëüíî,

h(x+ T ) = f(x+ T ) + g(x+ T ) = f(x) + g(x) = h(x).

�

Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðèîäîì T . Òîãäà

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

a+T∫

a

f(x)dx =

T∫

0

f(x)dx,

äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì

a+T∫

a

f(x)dx =

T∫

a

f(x)dx+

a+T∫

T

f(x)dx =

T∫

a

f(x)dx+

a∫

0

f(x)dx =

T∫

0

f(x)dx.

Çäåñü âîñïîëüçîâàëèñü çàìåíîé ïåðåìåííîé ââèäó ïåðèîäè÷íîñòè f(x)

a+T∫

T

f(x)dx =

a+T∫

T

f(x− T )d(x− T ) =

a∫

0

f(t)dt.

�

13.2. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Îðòîãîíàëüíîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x), îïðåäåë¼ííûå íà îòðåçêå [a,b], íàçûâàþòñÿ îð-

òîãîíàëüíûìè, åñëè

b∫

a

ϕ(x)ψ(x)dx = 0.

Ñèñòåìà �óíêöèé {ϕn(x)}, n = 1,2, . . ., îïðåäåë¼ííûõ íà îòðåçêå [a,b], íàçûâàåòñÿ

îðòîãîíàëüíîé, åñëè �óíêöèè äàííîé ñèñòåìû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû:

b∫

a

ϕn(x)ϕm(x)dx = 0,
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ãäå n,m = 0,1,2, . . . è n 6= m. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

b∫

a

ϕ2
n(x)dx > 0, äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2 . . .

�àññìîòðèì ñèñòåìó �óíêöèé: 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . . , cosnx, sinnx, . . .

íàçûâàåìóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìîé �óíêöèé.

Òåîðåìà. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé íà îòðåçêå [−π,π].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïîïàðíóþ îðòîãîíàëüíîñòü �óíêöèé

π∫

−π

cosnxdx =
sinnx

n

∣
∣
π

−π
= 0,

π∫

−π

sinnxdx = −cos nx

n

∣
∣
π

−π
= 0,

π∫

−π

sin nx cosmxdx =
1

2

π∫

−π

[sin(n+m)x+ sin(n−m)x]dx = 0,

π∫

−π

cosnx cosmxdx =
1

2

π∫

−π

[cos(n +m)x+ cos(n−m)x]dx = 0,

π∫

−π

sinnx cosmxdx =
1

2

π∫

−π

[cos(n−m)x− cos(n−m)x]dx = 0,

π∫

−π

sin2 nxdx =
1

2

π∫

−π

(1− cos 2nx)dx = π,

π∫

−π

cos2 nxdx =
1

2

π∫

−π

(1 + cos 2nx)dx = π.

�

13.3. �àçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ �óíêöèé

Åñëè íà îòðåçêå [−π,π] ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå �óíêöèÿ ÿâëÿþùàÿñÿ ÷¼òíîé

èëè íå÷¼òíîé, òî ýòî îòðàæàåòñÿ íà �îðìóëàõ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå.

1. Åñëè �óíêöèÿ f(x) ÷¼òíàÿ, òî å¼ ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

f(x) =
a0
2

+

∞∑

n=1

ancosnx,

ãäå

a0 =
π

π∫

0

f(x)dx, an =
2

π

π∫

0

f(x)cosnxdx.
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Åñëè �óíêöèÿ íå÷¼òíàÿ, òî å¼ ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

f(x) =

∞∑

n=1

bn sinnx,

ãäå

bn =
2

π

π∫

0

f(x) sinnx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè �óíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà ñèììåòðè÷íîì

îòðåçêå [−a,a], òî

a∫

−a

f(x)dx =







2 ·
a∫

0

f(x)dx, åñëè f(x) � ÷¼òíàÿ �óíêöèÿ,

0, åñëè f(x) � íå÷¼òíàÿ �óíêöèÿ.

Åñëè f(x) � ÷¼òíàÿ, òî f(x) cosnx � ÷¼òíàÿ �óíêöèÿ, òàê êàê f(−x) cos(−nx) =

f(x) cosnx, à f(x) sinnx � íå÷¼òíàÿ �óíêöèÿ, ââèäó f(−x) sin(−nx) = −f(x) sinnx.
Åñëè æå f(x) � íå÷¼òíàÿ �óíêöèÿ, òî f(x) cosnx � íå÷¼òíàÿ, à f(x) sinnx � ÷¼òíàÿ.

Îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìûå ïðåäñòàâëåíèÿ. �

13.4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. �ÿäû Ôóðüå

Îïðåäåëåíèå. �ÿä

a0
2

+
∞∑

0

(an cosnx+ bn sin nx),

ãäå a0, an, bn � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì.

Åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà x è åãî ñóììà

ðàâíà f(x)

f(x) =
a0
2

+

∞∑

0

(an cosnx+ bn sinnx),

òî �óíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ a0, an, bn èñïîëüçóþò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

f(x) =
a0
2

+

∞∑

0

(an cosnx+ bn sinnx).
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Åñëè ýòî ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [−π,π], òî êîý��èöèåíòû a0, an, bn
îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

a0 =
1

π

π∫

−π

f(x)dx,

an =
1

π

π∫

−π

f(x) cosnxdx,

b0 =
1

π

π∫

−π

f(x) sinnxdx,

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèíòåãðèðóåì âûðàæåíèå

f(x) =
a0
2

+
∞∑

0

(an cosnx+ bn sinnx),

÷òî âîçìîæíî, òàê êàê ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, òî åãî ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü.

Èìååì

π∫

−π

f(x)dx =
a0
2

π∫

−π

dx+

∞∑

n=1



an

π∫

−π

cosnxdx = bn

π∫

−π

sin nxdx



 = a0π.

Îòêóäà

a0 =
1

π

π∫

−π

f(x)dx/

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ an, óìíîæèì ïðèâåä¼ííîå âûðàæåíèå íà cosnx è ïðîèíòåãðèðóåì ïî

[−π,π]. Ïîëó÷èì
π∫

−π

f(x)dx =
a0
2

π∫

−π

cosnxdx+

∞∑

k=1



ak

π∫

−π

cos kx cosnxdx+ bk

π∫

−π

sin kx cos nxdx



 =

an

π∫

−π

cos2 nxdx = anπ,

an =
1

π

π∫

−π

f(x) cosnxdx.

Äåéñòâóÿ ñõîæèì îáðàçîì, âû÷èñëèì

bn =
1

π

π∫

−π

f(x) sinnxdx.
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�

Ââåä¼ì îïðåäåëåíèÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé è êóñî÷íî-äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè

íà îòðåçêå [a,b].

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a,b], åñëè

îíà íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî îòðåçêà, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ðàçðûâà

ïåðâîãî ðîäà.

Îïðåäåëåíèå. Êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a,b] �óíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ

êóñî÷íî-äè��åðåíöèðóåìîé, åñëè f ′(x) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà âñþäó íà ýòîì îò-

ðåçêå, êðîìå, ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, â êîòîðûõ ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå

ïðàâûå è ëåâûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ: f ′(x + 0), f ′(x − 0). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ f ′(a+ 0) è f ′(b− 0).

Òåîðåìà. (Òåîðåìà Äèðèõëå) �ÿä Ôóðüå êóñî÷íî-äè��åðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå

[−π,π] �óíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå ýòîãî îòðåçêà, ïðè÷¼ì äëÿ ñóììû

S(x) =
a0
2

+
∞∑

0

(an cosnx+ bn sinnx)

ýòîãî ðÿäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

S(x) =
f(x+ 0) + f(x0)

2
, x ∈ (−π,π)

è

S(π) = S(−π) = f(−π + 0) + f(π + 0)

2
.

Ñóììà S(x) ðàâíà f(x), åñëè â ýòîé òî÷êå x ∈ (−π,π) �óíêöèÿ íåïðåðûâíà, òàê êàê

f(x− 0) = f(x+ 0) = f(x), ñëåäîâàòåëüíî

S(x) =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
=

2f(x)

2
= f(x).

Êîý��èöèåíòû Ôóðüå a0, an, bn �óíêöèè f(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Áåññåëÿ

a20
2

+

∞∑

n=1

(a2n + b2n) ≤
1

π

π∫

−π

f 2(x)dx.

Äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-äè��åðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå [−π,π] �óíêöèè f(x) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

a20
2

+

∞∑

n=1

(a2n + b2n) =
1

π

π∫

−π

f 2(x)dx.
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Ïðèìåð. �àçëîæèòå �óíêöèþ f(x) = x â ðÿä Ôóðüå.

�åøåíèå. Ôóíêöèÿ y = x �íå÷¼òíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî an = 0 è a0 = 0. Âû÷èñëèì bn

bn =
2

π

π∫

0

x sinnxdx =
2

π



−x cos nx
n

+
1

n

π∫

0

cos nxdx



 = −2

n
(−1)n = (−1)n+1 2

n
.

Â ïðîìåæóòêå (−π,π)

x = 2

(

sin x− sin 2x

2
+

sin 3x

3
− . . .

)

.

Â òî÷êàõ x = ±π ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïî òåîðåìå Äèðèõëå [℄ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

f(−π + 0) + f(π − 0)

2
=

−π + π

2
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòèõ äâóõ òî÷êàõ çíà÷åíèå ñóììû ðÿäà Ôóðüå íå ñîâïàäàþò ñî çíà÷å-

íèÿìè �óíêöèè f(x) = π. Âíå ïðîìåæóòêà [−π,π] ñóììà ðÿäà Ôóðüå äà¼ò ïåðèîäè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå ñâîåãî ãðà�èêà èç [−π,π]. �ðà�èê �óíêöèè f(x) = x âíå [−π,π] íå èìååò
íè÷åãî îáùåãî, òî åñòü íå èìååò íè îäíîé îáùåé òî÷êè, ñ ïðîäîëæåíèåì.

x

y

O

−π π

�

Ïðèìåð. �àçëîæèòå �óíêöèþ f(x) = x â ðÿä Ôóðüå â ïðîìåæóòêå (−π,π).

�åøåíèå. Âî-ïåðâûõ, çàäàííàÿ �óíêöèÿ íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 0. Âî-

âòîðûõ, �óíêöèÿ ÷¼òíàÿ, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî bn = 0. Âû÷èñëèì an = 0 è a0 = 0

an =
2

π

π∫

0

f(x)cosnxdx =
2

π

π∫

0

x cosnxdx =

∣
∣
∣
∣
∣

u = x du = dx

dv = cosnx dx v = 1
n
sinnx

∣
∣
∣
∣
∣
=
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=
2

π




1

n
x sinnx

∣
∣
∣
∣

π

0

− 1

n

π∫

0

sinnx dx



 =
2

π

(
1

n
π sinnπ +

1

n2
cos nx

∣
∣
∣
∣

π

0

)

=

=
2

π

1

n2
((−1)n−1 − 1), n = 1, 2, . . . ,

a0 =
2

π

π∫

0

sdx = π.

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f(x) = |x| íåïðåðûâíà â (−π,π), òî ñóììà ðÿäà Ôóðüå ñîâïàäàåò ñ
|x| â ýòîì ïðîìåæóòêå, òî åñòü ìîæíî çàïèñàòü

|x| = π

2
+

2

π

∞∑

n=1

1

n2

(
(−1)n−1 − 1

)
cosnx =

π

2
− 4

π

∞∑

k=0

cos(2k + 1)x

(2k + 1)2
.

�

Ïðèìåð. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå �óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïðîìåæóòêå [−π,π]

f(x) =

{

0, äëÿ − π ≤ x ≤ 0,

x, äëÿ o < x ≤ π.

�åøåíèå. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è ðàâíîìåðíî âîçðàñòàåò â ïðîìåæóòêå [−π,π]. Âû-
÷èñëèì êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

a0 =
1

π

0∫

−π

0 · dx+ 1

π

π∫

0

x dx =
π

2
,

an =
1

π

0∫

−π

0 · dx+ 1

π

π∫

0

x cosnx dx =
1

πn

cosnx

n

∣
∣
∣
∣

π

0

=
1

πn2
(cosnx− 1) =

1

πn2
((−1)n − 1),

bn =
1

π

0∫

−π

0 · dx+ 1

π

π∫

0

x sin nxdx =
(−1)n+1

n
.

Íàéä¼ì çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

f(−π + 0) + f(π − 0)

2
=

0 + π

2
=
π

2
.

Âèäíî, ÷òî ýòî ÷èñëî íå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèÿìè �óíêöèè f(x) â òî÷êàõ x = ±π. òàêèì
îáðàçîì, ðàâåíñòâî

f(x) =
π

4
+

∞∑

n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
+ 3

∞∑

n=1

(−1)n−1 sin nx

n

ñïðàâåäëèâî òîëüêî â (−π,π). �
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13.5. �ÿäû Ôóðüå äëÿ 2l-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [−l,l]. Òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü ýòó �óíêöèþ
â ðÿä Ôóðüå. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé x = lt

π
. Ïîëó÷èì íîâóþ �óíêöèþ ϕ(t) = f

(
lt
π

)
,

êîòîðàÿ îïðåäåëåíà óæå íà îòðåçêå [−π,π]. Äëÿ íå¼ ðÿä Ôóðüå áóäåò

a0
2

+
∞∑

n=1

(an cos nt+ bn sin nt) .

Ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó t = πx
l
. Òîãäà ïîëó÷èì ðÿä Ôóðüå �óíêöèè f(x) îïðåäåë¼ííîé

íà [−l,l]

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

(

an cos
nπx

l
+ bn sin

nπx

l

)

,

ãäå êîý��èöèåíòû an, bn è a0 âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

a0 =
1

l

l∫

−l

f(x)dx, an =
1

l

i∫

−i

f(x) cos
nπx

l
dx,

bn =
1

l

i∫

−i

f(x) sin
nπx

l
dx.

Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòà a0:

a0 =
1

π

π∫

−π

ϕ(t)dt =
1

π

π∫

−π

f

(
lt

π

)

dt
1

π

l∫

−l

f(x)d
(πx

l

)

=
1

l

l∫

−l

f(x)dx.

Ïðèìåð. �àçëîæèòå â òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿä â ïðîìåæóòêå [−4,4] �óíêöèþ

f(x) =

{
1
3
x(4 + x) äëÿ − 4 ≤ x < 0,

1
3
x(4 − x) äëÿ 0 ≤ x ≤ 4.

�åøåíèå. Äàííàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé è íåïðåðûâíîé â ïðîìåæóòêå [−4,4] è

ñëåäîâàòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Äèðèõëå. �àçëîæèì åå â ðÿä, ïðè÷¼ì

bn =
2

3 · 4

4∫

0

x(4− x) sin
nπx

4
dx =

128

3n3π3
[1 + (−1)n−1].

Çíà÷åíèÿ �óíêöèè â òî÷êàõ x = ±4 ðàâíû íóëþ, è çíà÷åíèÿ ñóììû ðÿäà

f(−4 + 0) + f(4− 0)

2
=

0 + 0

2
= 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå

f(x) =
128

3n3π3

(

sin
πx

4
+

1

32
sin

3πx

4
+

1

53
sin

5πx

4
+ . . .

)

ñïðàâåäëèâî â ïðîìåæóòêå [−4,4]. �

13.6. Ïðåäñòàâëåíèå íåïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè ðÿäîì Ôóðüå

Ïóñòü y = f(x) � íåïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè Ox.

Òàêàÿ �óíêöèÿ íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Ôóðüå, òàê êàê ñóììà ðÿäà � íåïåðèî-

äè÷åñêàÿ �óíêöèÿ.

Íåïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðÿäà Ôóðüå íà

ëþáîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a,b], íà êîòîðîì îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Äèðèõëå

[òåîðåìà ℄.

Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â ñåðåäèíó îòðåçêà [a,b] è ïîñòðîèì �óíêöèþ f1(x) ïå-

ðèîäà T = 2l = |b− a| òàêóþ, ÷òî f1(x) = f(x) ïðè −l ≤ x ≤ l.

x

y

y = f(x) y = f1(x)

a

b

�àçëîæèì �óíêöèþ f1(x) â ðÿä Ôóðüå. Ñóììà ýòîãî ðÿäà âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà

[a,b] ñîâïàäàåò ñ çàäàííîé f(x). Âíå ýòîãî ïðîìåæóòêà ñóììà ðÿäà è f(x) ÿâëÿþòñÿ

ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûìè.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå íà îòðåçêå [0,l]. Ýòó �óíêöèþ ìîæíî ïðîèç-

âîëüíûì îáðàçîì äîîïðåäåëèòü íà îòðåçêå [−l,0] è îñóùåñòâèòü å¼ ïåðèîäè÷åñêîå ïðî-

äîëæåíèå ñ ïåðèîäîì T = 2l. �àñêëàäûâàÿ â ðÿä Ôóðüå íà îòðåçêå [−l,l], ïîëó÷åííóþ
òàêèì îáðàçîì ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ f1(x), ïîëó÷àåì èñêîìûé ðÿä.

Ïðèìåð. �àçëîæèòå �óíêöèþ f(x) = x2 â ðÿä Ôóðüå â ïðîìåæóòêå [0,π] ïî ñèíóñàì.

�åøåíèå. Âû÷èñëèì êîý��èöèåíòû

bn =
2

π

π∫

0

x2 sinnx dx =
2

π



−x
2 cosnx

n

∣
∣
∣
∣

π

0

+
2

π

π∫

0

x cos nx dx



 =
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=
2

πn

(

π2(−1)n+1 +
2

n2
((−1)n − 1)

)

=
2π(−1)n+1

n
+

4

πn3
((−1)n − 1) .

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ f(x) = x2 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñëåäóþùèé ðÿä ïî ñèíóñàì

x2 =

∞∑

n=1

(
2π(−1)n+1

n
+

4

πn3
((−1)n − 1)

)

sinnx =

=

(

2π − 8

π

)

sin x− π sin 2x+

(
2π

3
− 8

27π

)

sin 3x− π

2
sin 4x+ . . . .

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f(x) = x2 íåïðåðûâíàÿ è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ â (0,π), òî

ðàçëîæåíèå â ðÿä ñïðàâåäëèâî â (0,π). Ââèäó òîãî ÷òî òðåáîâàëîñü ðàçëîæèòü f(x) = x2

â ðÿä ïî ñèíóñàì, ïðîäîëæèì å¼ íà [−π,0) íå÷¼òíûì îáðàçîì. Òàê êàê f(0) = 0, òî

ðàçðûâà â íà÷àëå êîîðäèíàò ïðè òàêîì ïðîäîëæåíèè íå áóäåò. Íàéä¼ì çíà÷åíèå ñóììû,

ïîëó÷åííîãî ðÿäà, â òî÷êå x = π

f(−π + 0) + f(π − 0)

2
=

−π2 + π

2
= 0.

Îòêóäà âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ñóììû íå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì f(π) = π2
, è ïîýòîìó

ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî â ïðîìåæóòêå [0,π].

�
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå �óíêöèþ f(x) = x3 íà ïðîìåæóòêå [−π,π].

2. Ïðîâåðüòå, óäîâëåòâîðÿþò ëè �óíêöèè óñëîâèÿì òåîðåìû Äèðèõëå, è åñëè äà, òî

ðàçëîæèòå ýòè �óíêöèè â ðÿä Ôóðüå è, ïî âîçìîæíîñòè, ñäåëàéòå ÷åðò¼æ:

(a) f(x) =

{

0 äëÿ − π ≤ x < 0,

x2 äëÿ 0 ≤ x ≤ π.

(b) f(x) =

{

2x äëÿ − π ≤ x ≤ 0,

3x äëÿ 0 < x ≤ π.

3. �àçëîæèòå â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ïî ñèíóñàì â (0,π) �óíêöèþ

f(x) =
x− π

2
.

4. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå �óíêöèþ f(x) = 3− x, çàäàííóþ â èíòåðâàëå (−2,2).
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èçó÷åíèå êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîìèìî ðåøåíèÿ "òàêòè÷åñêèõ" çàäà÷, ñâÿ-

çàííûõ ñ íåïîñðåäñòâåííûì èçó÷åíèåì ïîíÿòèé è ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,

èãðàåò âàæíóþ ðîëü è â ðåøåíèè "ñòðàòåãè÷åñêîé" çàäà÷è ïðèâèòèÿ îáùåé ìàòåìàòè÷å-

ñêîé êóëüòóðû, âêëþ÷àþùåé óìåíèå äàâàòü ÷¼òêèå îïðåäåëåíèÿ, ñòðîãî �îðìóëèðîâàòü

äîêàçûâàåìûå óòâåðæäåíèÿ è ñòðîèòü êîððåêòíûå äîêàçàòåëüñòâà.

Âñå òåìû ïîñîáèÿ çàñëóæèâàþò ïîëíîãî è ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ. Áåçóñëîâíî, íàñòî-

ÿùåå èçäàíèå íå ñìîæåò çàìåíèòü ó÷åáíèêè ïî ïîëíîòå ïðåäñòàâëåííîãî ìàòåðèàëà.

Îäíàêî øêîëüíèêàì îíî áóäåò èíòåðåñíî òåì, ÷òî â îäíîì ïîñîáèè èçëîæåí êàê òåîðå-

òè÷åñêèé ìàòåðèàë, òàê è ðåøåíèå ïðèìåðîâ è çàäà÷.
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